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APRESENTACAO DO CURSO

Ol3, pessoal! Tudo bem?

E com grande satisfacdo damos inicio ao nosso curso de Estatistica!

Os professores Luana Brandao e Djefferson Maranhao ficardao responsdveis pela elaborac¢do do Livro
Digital.

Antes de continuarmos, vamos apresentar os professores do material escrito:

Luana Brandao: Oi, pessoal! O meu nome é Luana Brand3o e sou professora de Estatistica do Estratégia
Concursos. Sou Graduada, Mestre e Doutora em Engenharia de Producdo, pela Universidade Federal
Fluminense. Passei nos concursos de Auditor Fiscal (2009/2010) e Analista Tributario (2009) da Receita Federal
e de Auditor Fiscal do Estado do Rio de Janeiro (2010). Sou Auditora Fiscal do Estado do RJ desde 2010. Vamos
juntos nesse caminho até a aprovacio? (@ @professoraluanabrandao

Djefferson Maranhao: Ol3, caros alunos! Meu nome é Djefferson Maranhdo, sou professor de
Estatistica do Estratégia Concursos. Graduado e Mestre em Ciéncia da Computacdo pela Universidade Federal
do Maranhdo (UFMA). Desde 2015, sou Auditor da Controladoria Geral do Estado do Maranhdo (2015 - 52
lugar). Também exerci os cargos de Analista de Sistemas na UFMA (2010 - 12 lugar) e no TJ-MA (2011 - 1@
lugar). Sinto-me honrado em fazer parte de sua jornada rumo a aprovacao.

O material escrito em PDF esta sendo construido para ser sua fonte autossuficiente de estudos. Isso
significa que o livro digital sera completo e voltado para o seu edital, justamente para que vocé ndo perca o
seu precioso tempo procurando o conteldo que serd cobrado na sua prova. Ademais, sempre que
necessario, vocé podera fazer perguntas sobre as aulas no férum de duvidas. Bons estudos!

I
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AVISO IMPORTANTE!

;™ -

SE LIGA!

0l3, Alunos (as)!

Passando para informa-los a respeito da disposicao das questées dentro do nosso material didatico.
Informamos que a escolha das bancas, dentro dos nossos Livros Digitais, é feita de maneira estratégica
e pedagodgica pelos nossos professores a fim de proporcionar a melhor didatica e o melhor

direcionamento daquilo que mais se aproxima do formato de cobranca da banca do seu concurso.

Assim, o formato de questdes divididas por tdpico facilitard o seu processo de estudo, deixando mais

alinhado as disposi¢cdes constantes no edital.

No mais, continuaremos a disposicao de todos no Férum de duvidas!

Atenciosamente,
Equipe Exatas

Estratégia Concursos

robi 4 deeEs
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Ol3, amigos! Como estdo os estudos de Estatistica?
Nesta aula, vamos estudar analise combinatdria, que sao ferramentas de contagem.
Como assim? Uma aula sobre contagem? 1, 2, 3, ...?

Sim e ndo! Sim, porque, de fato, vocé pode contar os eventos, simplesmente. Essa é uma boa estratégia
guando ha poucos eventos.

Mas, quando hd muitos eventos, essa contagem se torna muito trabalhosa, vocé se perde no meio do
caminho, ... Entdo, a ideia dessas ferramentas é ajuda-lo a "contar" os eventos com eficiéncia!

Algumas questdes de concursos cobram a analise combinatdria, puramente; e outras cobram no célculo de
probabilidades. Entdo, esse é um assunto bem importante.

Até ja!
Luana Branddo

Posso te contar um pouquinho sobre a minha trajetoria? Sou Doutora em Engenharia de Produg¢do, pela

Universidade Federal Fluminense, e Auditora Fiscal da SEFAZ-RJ. Sou professora de Estatistica do Estratégia
porque quero muito te ajudar na sua trajetdria, rumo a aprovagéo!

Se tiver alguma duvida, entre em contato comigo!
M professoraluanabrandao@gmail.com

l@l @professoraluanabrandao

“Lute e conquiste, supere seus medos. Acredite em seus sonhos.”

Aislan Dlano

e —
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ANALISE COMBINATORIA

Introducao

A Andlise Combinatdria, ou simplesmente combinatdria, estuda técnicas de contagem, para que vocé nao
precise efetivamente contar todos os elementos.

Por exemplo, quantos nimeros de 3 algarismos podemos formar com o conjunto {1, 3, 4}, sem repetir os
algarismos, em um mesmo nimero?

Bem, as possibilidades sao:
i) 134; ii) 143; i) 314;
iv) 341; v) 413; vi) 431.
Portanto, sdo 6 numeros distintos.

Para resolver esse problema, ndo precisamos de nenhuma técnica especifica. S6 precisamos raciocinar e
contar todas as possibilidades.

Mas, e se o conjunto de algarismos fosse de todos os numeros de 1 a 9? Perderiamos muito tempo para
relacionar todas as possibilidades, e talvez nos perderiamos em algum momento.

A analise combinatdria facilita justamente a contagem das possibilidades, em conjuntos finitos.

Ela também permite efetuar contagens de subconjuntos com determinadas caracteristicas. Por exemplo,
poderiamos estar interessados apenas nos nimeros pares ou nos nimeros primos.

Principios Fundamentais da Contagem

Nesta secdo, veremos os principios fundamentais de contagem, que vocé vai utilizar muito. Eles permeiam
as ferramentas da analise combinatdria e sdo requisitados em praticamente todas as questdes sobre o
assunto, desde as mais simples, até as mais complexas.

Principio Multiplicativo
Esse principio enuncia o seguinte:

: Se um evento A ocorre de m maneiras diferentes e se, para cada uma dessas maneiras, um :
outro evento B ocorre de n maneiras diferentes, entdo o numero de maneiras diferentes de :
ambos os eventos (A e B) ocorrerem é m x n. :

a ANATEL (Especialista em Regulagédo de Servigos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado robi 6 deeEs
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Para ilustrar, vamos considerar que Jodo precisa se vestir com uma cal¢a e uma blusa e que ele tem 3 calgas
e 4 blusas. Nesse caso, o evento A corresponde a vestir uma calga, com m = 3 possibilidades, e o evento B
corresponde a vestir uma blusa, com n =4 possibilidades.

Segundo o principio multiplicativo, o nimero de maneiras distintas de Jodo se vestir é:
mxn=3x4= 12

Calgas Blusas Possibilidades

Calgal

Calga2

Calga3

Calgas Blusas Possibilidades

Calga2 Blusal

Calgal

Calga2 Blusa 2

Calga2

Calga3

Calga2 Blusa 4
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[ |
(et (o)
[ |
[ |

i i e

Observe que, para cada calca, ha 4 possibilidades de blusas. Portanto, sdo 4 blusas possiveis para a calca 1;
4 blusas possiveis para a calca 2; e 4 blusas possiveis para a calga 3. Somando todas essas possibilidades,
temos4+4+4=3x4=12.

Obtemos o mesmo resultado se pensarmos que ha 3 possibilidades de calca para cada blusa.
Podemos extrapolar esse principio para qualquer nimero de eventos. Ou seja, se tivermos um terceiro

evento C que ocorre de p maneiras diferentes, entdo o nimero de maneiras diferentes de os eventos A, B e
Cocorrerem é mxn x p.

a ANATEL (Especialista em Regulagédo de Servigos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado i de e Es
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Utilizando o mesmo exemplo, considerando que Jodo precisa utilizar um cinto e que ele tem p = 2 cintos
distintos, entdo o numero de maneiras distintas de Jodo colocar uma calg¢a, uma blusa e um cinto é:

mXxXnXxXp=3X4X 2 = 24

Generalizando para n eventos, com p1 possibilidades para o evento A1, p2 possibilidades
para o evento A, ... e pn possibilidades para o evento A,, entdo o nimero de maneiras de
todos os n eventos ocorrerem é:

P(A1eAze..eAn)=piXp2X...XPn

PRATICAR!

(VUNESP/2019 Prefeitura de dois Cérregos/SP) Em um grupo de pessoas, hd 12 homens e 13 mulheres.
: : Com essas pessoas, uma dupla sera aleatoriamente formada, com um homem e uma mulher, para participar
: de um concurso. O numero total de possibilidades para a formacdo dessa dupla é :

a) 12.

b) 144.

c) 156.

d) 168.

e) 288.
Comentarios:

: Havendo 12 homens e 13 mulheres, o nimero de possibilidades de selecionar um homem E uma mulher é,
: pelo principio multiplicativo:

: 12 x13 =156
Gabarito: C

(2019 Prefeitura de Jacutinga/MG) Assinale a alternativa que contém a quantidade de vezes que é posswel
: usar de maneiras diferentes duas blusas, trés calgas e quatro meias:

a) 24 maneiras diferentes.
b) 28 maneiras diferentes.
c) 32 maneiras diferentes.
d) 36 maneiras diferentes.
Comentarios:

Ha 2 blusas para cada uma das 3 calcas.

a ANATEL (Especialista em Regulagédo de Servigos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado i de e Es
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Além disso, para cada possivel combinacdo de uma blusa e uma calca, hd 4 meias diferentes.
Logo, o numero de alternativas é, pelo principio multiplicativo:

_ 2x3x4=24

Gabarito: A

(CESPE/2013 — TRT-ES) Os alunos de uma turma cursam 4 disciplinas que sdo ministradas por 4 professores
diferentes. As avaliacOes finais dessas disciplinas serdo realizadas em uma mesma semana, de segunda a
: sexta-feira, podendo ou ndo ocorrerem em um mesmo dia. A respeito dessas avalia¢Ges, julgue o item
: seguinte.

: Se cada professor escolher o dia em que aplicara a avaliacdo final de sua disciplina de modo independente
: dos demais, havera mais de 500 maneiras de se organizar o calenddrio dessas avaliagdes.

: Comentarios:

: Vamos representar as escolhas dos 4 professores da seguinte forma:

: Sabendo que hd 5 dias disponiveis, entdo cada professor tera 5 possibilidades de escolha:

[515[5]5]

: Pelo principio multiplicativo, o nimero de maneiras de organizar o calenddrio para os 4 professores é:
Numero de maneiras=5x5x5x5 =625
: Ou seja, ha mais de 500 maneiras de organizar.

Gabarito: Certo.

(FGV/2022 - PM-PB) Cada vértice de um quadrado ABCD devera ser pintado com uma cor. Ha 5 cores
diferentes disponiveis para essa tarefa. A Unica restricdo é que os vértices que estejam em extremidades
: opostas de qualquer diagonal do quadrado (AC e BD) sejam pintados com cores diferentes. O nimero de

maneiras diferentes de pintar os vértices desse quadrado é:

a) 18

: b) 60

c) 120

: d) 240

e) 400

Comentarios:

A guestdo informa que temos 5 cores disponiveis para pintar 4 vértices de um quadrado:

A B

a ANATEL (Especialista em Regulagédo de Servigos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado robi 9
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No entanto, a cor do vértice A deve ser diferente da cor do vértice C; e a cor do vértice B deve ser diferente :
da cor do vértice D. :

Assim, hd 5 possibilidades para o vértice A e 4 possibilidades para o vértice C.

Similarmente, ha 5 possibilidades para o vértice B e 4 possibilidades para o vértice D.

Pelo principio multiplicativo, o nimero total de possibilidades para todos os 4 vértices é:
5x5x4x4=400

Gabarito: E

Contagem de Divisores

Com base no principio multiplicativo, é possivel calcular a quantidade de divisores de um numero natural.
O primeiro passo € fatorar o nimero natural em nimeros primos. Por exemplo, vamos fatorar o nimero 60:

60
30
15
5
1

U W NN

Assim, podemos representar o nimero 60, a partir dos seus divisores primos, da seguinte forma:
60 = 22 x 31 x 5!

Agora é o pulo do gato: Todos os divisores de um numero sao formados pelo produto de um subconjunto
dos seus divisores primos. Por exemplo, o numero 15 é produto de 3 e 5 e pode ser representado como:

15 = 2% x 3! x 5!
Assim, todos os divisores de 60, que indicamos como dg,, podem ser representados da seguinte forma:
dgo = 2* X 37 X 57, sendox<2,y<1,z<1
Logo, as possibilidades para cada expoente sao:
e x:0,1o0u?2 (3 possibilidades);
e y:00ul(2possibilidades);

e 7:00ul (2 possibilidades).

Pelo principio multiplicativo, devemos multiplicar as possibilidades desses eventos para encontrar o nimero
de possibilidades, no total:

3x2x2=12

Logo, ha 12 divisores de 60.

robi 10 dee Es
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()

FIQUE

ATENTO!

Os expoentes dos divisores primos de 60 eram 2, 1 e 1, e os valores multiplicados para
encontrar o numero de divisores foram 3, 2 e 2.

Portanto, basta somar 1 a cada expoente e multiplica-los:

Numero de Divisores=(2+1)x(1+1)x(1+1)=3x2x2

Isso porque o nimero de possibilidades que cada expoente pode assumir é igual ao seu valor, mais 1,
correspondente ao zero.

PRATICAR!

(FCC/2016 Companhia Metropolitana/SP) Uma tabela retangular de 12 linhas por 18 colunas possui 216
: campos de preenchimento. Outras tabelas retangulares com combinacdes diferentes de linhas e cqunas
também possuem 216 campos de preenchimento. Observando-se que uma tabela de 12 linhas por 18 i :
colunas é diferente de uma tabela de 18 linhas por 12 colunas, o total de tabelas retangulares diferentes
: com 216 campos de preenchimento € igual a :

a) 14
: b) 12
c) 10
 d) 16
e) 18
Comentarios:

O enunciado pede a quantidade de tabelas distintas que podem ser formadas com 216 campos, de modo
: que uma tabela com A linhas e B colunas é diferente de uma tabela B linhas e A colunas. :

Essa quantidade corresponde ao nimero de maneiras de obter 216 pelo produto de 2 nimeros inteiros:
1x216;2x108;...; 108 x 2; 216 x 1
Ou seja, ela corresponde ao numero divisores de 216.

: Para isso, vamos primeiro fatorar 216 em numeros primos:

robi 11 dee Es
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216
108
54
27

w w w NN N

216 = 2% x 33
Os divisores de 216 podem ser, portanto, representados da seguinte forma:
d216 = 2x X 3}’

Nesse caso, x pode assumir 3 + 1 = 4 possibilidades (0, 1, 2 ou 3), assim como Y., que também pode assumlr
: as mesmas 3 + 1 = 4 possibilidades. Pelo principio multiplicativo, o nimero total de possibilidades é:
4x4=16

Gabarlto D.

Principio Aditivo

Agora, veremos outro principio fundamental de contagem, chamado de principio aditivo:

: Se o evento A ocorre de m maneiras diferentes e o evento B ocorre de n maneiras diferentes,
e se A e B sGo mutuamente exclusivos (ou seja, se um ocorrer o outro nao ocorre), entao
0 numero de maneiras de ocorrer um dos eventos (A ou B) é m +n.

Para ilustrar esse principio, vamos considerar que Jodo precisa se calgar e que ele possui 3 opcdes de ténis e
2 opcdes de sapatos.

Nesse caso, o evento A corresponde a cal¢ar um ténis, com m = 3 possibilidades, e o evento B corresponde
a calcar um sapato, com n = 2 possibilidades. Esses eventos sdo mutuamente excludentes (Jodo cal¢cara um
ténis ou um sapato; ele ndao pode calcar os dois). Assim, o nimero de maneiras de Jodo se calcar é a soma:

m+n=3+2=5

Podemos generalizar esse principio para qualquer nimero de eventos.

Havendo n eventos mutuamente exclusivos, com pi1 possibilidades para o evento A1, p2
possibilidades para o evento A;, ... e pn possibilidades para o evento A, entdo o nimero de
maneiras um dos n eventos ocorrer é:

P(A10uA; ou...ou A,) =p1+p2+...+pn

robi 12 dee Es
183

ANATEL (Especialista em Regulagédo de Servigos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado
www.estrategiaconcursos.com.br

©




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

-

e Quando ambos ocorrem os eventos (A E B), multiplicamos as possibilidades;
e Quando ocorre somente um dos eventos (A OU B), somamos as possibilidades.

[ Eventos Concomitantes: Ae B Principio Multiplicativo: n(A) x n(B) ]
[ Eventos Excludentes: A ou B Principio Aditivo: n(A) + n(B) ]

&)

EXEMPLIFICANDO

Agora, vejamos um exemplo combinando esses dois principios.
Vamos considerar que Maria precisa se vestir e se calcar, dispondo de:

e 4 vestidos;
e 2saias;

e 3 blusas; e
e 5 sapatos.

Nesse caso, Maria ird colocar um vestido (evento A) OU um conjunto de saia (evento B) E
blusa (evento C). De uma forma ou de outra, ird colocar também um sapato (evento D).

Nessa situacao, as possibilidades de Maria se vestir e se cal¢ar sao:

i) Os eventos B (saia) e C (blusa) sdo concomitantes — principio multiplicativo:
2 x 3 = 6 possibilidades;

i) Os eventos A (vestido) e (i) (saia e blusa) sdo excludentes — principio aditivo:
4 + 6 = 10 possibilidades;

iii) Os eventos D (sapato) e (iii) (saia e blusa ou vestido) sdo concomitantes — principio
multiplicativo:
5x 10 =50 possibilidades.

robi 13 dee Es
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HORA DI

PRATICAR!

(2017 Conselho Regional de Educagdo Fisica/CE) Numa estante encontram-se 4 dicionarios de inglés, 3 de :
: espanhol e 2 de francés.

: De quantas maneiras uma pessoa pode escolher dois diciondrios dessa estante e que sejam de idiomas
: diferentes?

a) 22
: b) 24
c) 26
 d)28
Comentarios:
Selecionando 2 diciondrios de idiomas diferentes, podemos encontrar uma das seguintes opcdes:
: i) um livro de inglés e um de espanhol; ou
ii) um livro de inglés e um de francés; ou
iii) um livro espanhol e um de francés.

: Em cada opgdo, temos eventos concomitantes (ambos ocorrem), aplicando-se o principio multiplicativo;
: enquanto as opgdes i, ii e iii se excluem mutuamente (somente uma delas ira ocorrer), aplicando-se o
: principio aditivo entre elas.

e parai(inglés e espanhol), temos 4 x 3 = 12 possibilidades;

: ® paraii (inglés e francés), temos 4 x 2 = 8 possibilidades;

: e paraiii (espanhol e francés), temos 3 x 2 = 6 possibilidades.

E o total de maneiras de pegar dois dicionarios de idiomas distintos é (principio aditivo):
_ 12+8+6=26

Gabarito: C

(CESPE/2013 — TRT-ES) Considerando que, na fruteira da casa de Pedro, haja 10 uvas, 2 magas, 3 laranjas, 4
: bananas e 1 abacaxi, julgue o proximo item.

Se Pedro desejar comer apenas um tipo de fruta, a quantidade de maneiras de escolher frutas para comer
: serd superior a 100. .

: Comentarios:

Se Pedro deseja comer apenas um tipo de fruta, ele podera comer uvas OU macds OU laranjas OU bananas
: OU abacaxi. :

robi 14 dee Es
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i) Uvas: ha 10 uvas, logo Pedro podera comer 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 ou 10 uvas. Logo, ha 10 maneiras de
escolher uvas para comer; :

ii) Magas: ha 2 magas, logo ha 2 maneiras de escolher magds para comer;

iii) Laranjas: com 3 laranjas, ha 3 maneiras de comer laranjas;

iv) Bananas: com 4 bananas, ha 4 maneiras de comer bananas;

v) Abacaxi: ha 1 abacaxi, logo ha 1 forma de comer abacaxi.

Como Pedro ird escolher apenas uma dessas opgdes, entdo devemos aplicar o principio aditivo:
: Numero de maneiras=10+2+3+4+1=20

Que é inferior a 100.

Gabarito: Errado.

(CESPE 2016/FUB) Em um intervalo para descanso, a assistente em administracdo Marta foi a uma
! lanchonete cujo cardapio oferecia 7 tipos diferentes de salgados, 4 tipos diferentes de bolos, 3 espécies
diferentes de tapioca, sucos de 3 sabores diferentes e 5 tipos diferentes de refrigerantes. A partir dessa
situacao hipotética, julgue o item que se segue. :

: Se Marta desejar fazer um lanche com apenas uma opg¢ao de comida e apenas uma bebida, ela terd mais de :
: 100 maneiras distintas de organizar seu lanche.

Comentarios:
Marta deseja escolher uma comida E uma bebida.

Para comer, Marta pode escolher uma das 7 opgdes de salgado OU um dos 4 tipos de bolo OU uma das 3
: espécies de tapioca. Pelo principio aditivo, as op¢des de comida sdo:

7+4+3=14

Para beber, Marta pode escolher uma das 3 op¢des de suco OU uma das 5 opc¢des de refrigerante. Pelo
principio aditivo, as op¢des de bebida sao: :

3+5=8
Pelo principio multiplicativo, o nimero de maneiras de se escolher uma comida E uma bebida é:
14 x8 =112
Logo, ha mais de 100 maneiras.

Gabarito: Certo.

Principio da Casa dos Pombos

O principio do pombal ou da casa dos pombos afirma que:

: Se n pombos devem se abrigar em m casas e se n > m, entdo pelo menos uma casa ird :
conter mais de um pombo. :
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Por exemplo, podemos ter m = 4 casas. Nesse caso, se tivermos qualquer nimero de pombos maior do que
4, entdao pelo menos uma casa contera mais de um pombo.

Por que pombos? Bem, os pombos sdo imprevisiveis. Eles podem resolver ficar todos juntos ou todos
separados... Nesse sentido, eles representam eventos aleatdrios, como a selecdo de determinados
elementos ao acaso. Porém, mesmo sendo imprevisiveis, é possivel fazer algumas afirmag¢6es ou garantias.
Para fazer essas afirmacdes, precisamos pensar no pior cendrio possivel.

Por exemplo, considerando um total de 4 casas, quantos pombos sdo necessarios para garantir que haverd
pelo menos 2 pombos em uma casa? Bem, é possivel que, havendo apenas 2 pombos, ambos escolham a
mesma casa. Porém, isso ndo pode ser garantido, pois também é possivel que escolham casas distintas. A
mesma situacdo ocorre com 3 e com 4 pombos, pois ainda é possivel que todos escolham casas distintas.

Entretanto, com 5 pombos, necessariamente havera pelo menos 2 pombos em uma casa. Como ha somente
4 casas, ainda que eles tentem se espalhar, o0 52 pombo ndo tera alternativa e tera que ficar com algum outro
pombo.

Também podemos encontrar o nimero de pombos necessarios para garantir que haja pelo menos 3 pombos
em uma mesma casa. No pior cenario, eles ficardo todos espalhados com 2 pombos por casa, antes de
termos 3 pombos em uma mesma casa.
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Para que haja 2 pombos em cada uma das 4 casas, serdao necessarios 2 x 4 = 8 pombos. Portanto, sao
necessarios 8 + 1 =9 pombos, para garantir que havera pelo menos 3 pombos em uma casa.

Podemos mencionar outros exemplos, mais préximos a nossa realidade. Por exemplo, qual é o menor
numero de pessoas necessario para garantir que pelo menos 2 pessoas fagam aniversario no mesmo més?

Para garantir isso, precisamos pensar no pior cenario: aquele que em que os aniversariantes ficam todos
“espalhados”.

Assim, em um grupo de 12 pessoas, todas fariam aniversario em meses distintos. Porém, em um grupo de
13 pessoas, como ha somente 12 meses, entdo necessariamente alguém fara aniversario no mesmo més que
outra pessoa. Portanto, sao necessdrias 13 pessoas para garantir que pelo menos 2 fagam aniversario no
mesmo més.

[ ) [ ) [ ) [ ) [ )
L) £ 2

: | |
Janeiro Fevereiro Margo Abril Maio Junho

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
— 2 £ [

Julho Agosto Setembro Outubro Novembro | Dezembro

Por que a pergunta é pelo menor numero de pessoas?

Note que, se houver mais do que 13 pessoas (ou seja, 14, 15,...), também poderemos garantir que pelo
menos 2 pessoas fardo aniversario no mesmo més. Por isso, a questdo se interessa pelo menor nimero de
pessoas, para o qual temos a garantia desejada.

HORA DI

PRATICAR!

(FCC/2017 Analista Executivo da Secretaria de Gestdao/MA) No setor administrativo de uma empresa, ha
: quatro tipos de cargos: estagiarios, técnicos, gerentes e diretores. Alguns funcionarios desse setor compordo :
um grupo que sera transferido para o setor financeiro da empresa. Compondo-se o grupo com funcionarios
escolhidos ao acaso, o nimero minimo de funcionarios que devera compor o grupo para que se tenha certeza
: de que nele haverd quatro funcionarios de um mesmo cargo € igual a
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ta) 17
: b)15
c)13
 d) 16
e) 14
Comentarios:

: O pior cendrio (ou seja, o cenario que exige o maior numero de funciondrios para garantir que 4 terdo o :
: mesmo cargo) é aquele em que os funciondrios sdo todos de cargos diferentes. Assim, havera 3 funciondrios :
: para cada um dos 4 tipos de cargo, antes de haver 4 funciondrios de algum cargo. :

: Ou seja, havera 3 x 4 = 12 funciondrios distribuidos por todos os cargos, em 3 funciondrios por cargo. Como :
: 132 funcionadrio, necessariamente haverd 4 funcionarios para algum cargo. :

Gabarito: C

(CESPE/2013 — TCE-RO) Considerando que, em uma pesquisa de rua, cada entrevistado responda sim ou ndo
: a cada uma de dez perguntas feitas pelos entrevistadores, julgue o item seguinte. :

: Serd necessario entrevistar mais de mil pessoas para se garantir que duas pessoas respondam igualmente a :
: todas as perguntas.

: Comentarios:

: Para garantir que duas pessoas respondam igualmente a todas as perguntas, é necessario entrevistar um :
: numero de pessoas maior que o nimero de maneiras diferentes de responder ao questionario. Ou seja, essa :
: questdo combina o principio dos pombos com o principio multiplicativo. :

Vamos representar as possibilidades de resposta para as 10 perguntas conforme abaixo:

Sabemos que ha 2 respostas distintas possiveis para cada pergunta:

212121222 |2|2|2|2

Pelo principio multiplicativo, o numero de maneiras distintas de responder as 10 perguntas é:
2X2X2X2X2X2X2X2X2x2=21=1024

: Assim, precisamos entrevistar 1.025 pessoas para garantir que haverd pelo menos duas respostas iguais, ou :
: seja, mais de 1.000 pessoas.

Gabarito: Certo.
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FATORIAL DE UM NUMERO NATURAL

Para resolvermos diversas questdes de andlise combinatdria, utilizamos o chamado fatorial.

O fatorial de um nimero natural (0, 1, 2, 3, ...) é representado como:

n!

()

TOME

NOTA!

O fatorial representa o produto de todos os nimeros inteiros positivos menores ou iguais
aquele numero, conforme indicado a seguir:

nn=nxn-1)xn-2)x..x2x1

Por exemplo:
21=2x1=2
31=3x2x1=6
41=4x3x2x1=24
5/=5x4x3x2x1=120
6!=6x5x4x3x2x1=720

Note que podemos escrever o fatorial de um nimero natural em fun¢do do fatorial de qualquer outro
numero natural menor, por exemplo:

41=4x3x2x1=4x3!
31

7'=7x6x5x4x3x2x1=7x6!
6!

7'=7x6x5x4x3x2x1=7x6x5!
5!

10/=10x9x8x7x6x5x4x3x2x1=10x9x8x7x6!
6!
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Esse tipo de mudanca facilita o calculo das divisdes entre fatoriais (muito comuns em combinatéria):

6! 6x5x4x3 6X5x4x3V
= = =6X5%X4=120

31 3 3

10! 10x9x8x7! 10Xx9Xx8x7ZV

— = = =10x9 x 8 =720
7! 7! 7V
15!_15><14><13!_15><14x13¢’_15X14_210
131 13! a - B

Nesses casos, aplicamos o fatorial antes de efetuar a divisdo. Quando for necessario
realizar a divisdo antes, utilizaremos o paréntesis. Por exemplo:

3! 3

6! . . 6! 6X5%X4x3! .. 6
Em pr. calculamos os fatoriais antes: 3= . - 6 X5%x4=120; ja em (5) ],

efetuamos a divisdao entre paréntesis, antes do fatorial:

E)r=21=2x1=2
Analogamente, em um produto, temos: 2 X 4! = (2 X 4)!
Em 2 X 4!, calculamos o fatorial de 4 antes da multiplicacdo:
2X4!l=2X4%x3x2x1=48
Em (2 X 4)!, multiplicamos os fatores, antes de aplicar o fatorial:
(2x4)!=8=8x7x6x5%x4x3x%x2x1=40.320
O mesmo vale para as demais operagdes:
2+ 4!+ (2+4)!
Pois2+4!=24+4x3%x2%x1=26;e(2+4)!=6=6%xXx5x4x3x%x2x1=720.

8—3!#(8—-13)!

Pois8—3'=8—-3x2%x1=2;e(8—3)!=5!=5%x4x3x2x1=120.
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Agora, vejamos dois casos especiais do fatorial. O fatorial de 1 pode ser entendido pela prépria definicdo de
fatorial. Como n3ao ha nimero inteiro positivo menor do que 1, apenas igual, entdo esse sera o Unico fator:

11=1
O segundo caso especial é 0! Vocé pode considerar que o seguinte resultado é uma convencao:
ol=1

DO MAIS

FUNDO!

S

Para entender o porqué dos resultados desses casos especiais, devemos observar que o
fatorial de um ndimero n pode ser escrito como o fatorial do nimero seguinte, (n + 1)!,
dividido por esse nimero seguinte, n + 1.

Por exemplo, 4! pode ser representado como 5! dividido por 5.

5! _ 5x4x3x2x1
==

4! = =4x3x2x%x1

Similarmente, o fatorial de 1 pode ser representado como:

2! 2X1
2 2

E o fatorial de O como:

HORA DI

PRATICAR!

(2019 - Prefeitura de Jacutinga/MG) O fatorial de um nimero é extremamente utilizado na analise
: combinatdria. Dessa forma, analise as proposicdes a seguir:

. O fatorial n! de um nimeron € Né dadopornl=nx(n-1)x(n-2)..3x2x1;
not=1

L ar=o0.

Estd(3o) CORRETA(S) a(s) proposicao(des):
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: a) Il apenas.

: b) I ell apenas.

: A proposicao | corresponde exatamente a definicao de fatorial: n!=nx(n-1)x(n-2)...3x2x1

c) Il e lll apenas.

: d) 1 elll apenas.

Comentarios:

: A proposicao Il também esta correta, pois 0! = 1.

A proposicao lll estd incorreta, pois 1! = 1.

: Ou seja, estdo corretas apenas as proposigoes | e ll.

: Gabarito: B

(2018 - Prefeitura de Urucui/Pl) A simplificacdo da expressio a seguir é: %g:
a) 200

b) 198!

c) 38.800

: d) 39.800

Comentarios:

: Podemos escrever 200! como 200! = 200 x 199 x 198!. Assim, temos:

1

200! 200 x 199 x 198!
198! 198!

= 200 x 199 = 39.800

Gabarito: D
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PERMUTACAO

Informalmente, podemos dizer que permutar significa trocar de lugar.

Ao trocar elementos de lugar, a ordem desses elementos se modifica. Por isso, podemos dizer que as
técnicas de permutacdo permitem calcular as diferentes possibilidades de se ordenar elementos.

Permutacgao Simples

Na permutacdo simples, os elementos a serem ordenados sao todos distintos entre si.

Digamos que 3 alunos (Ana, Beto e Caio), de um grupo de estudo, serdo avaliados e, em seguida, ranqueados
de acordo com o resultado da sua avaliagdo. Supondo que nao ha empates, de quantas formas esses alunos
podem ser ranqueados?

Como o exemplo é pequeno poderiamos relacionar e contar todas as possibilidades, mas vamos
experimentar uma outra forma de resolver: encontrando o niimero de possibilidades para cada posicao:

Quais sdo os alunos que podem ficar em primeiro lugar? Qualquer um deles (Ana, Beto ou Caio) pode ficar
em primeiro lugar. Portanto, temos 3 possibilidades para o primeiro lugar.

E para o segundo lugar? Bem, sabendo que alguém ficard em primeiro lugar, restardo 2 possibilidades para
o segundo colocado.

E para o terceiro lugar, sabendo que alguém ficara em primeiro lugar e outro ficard em segundo lugar, restara
apenas uma possibilidade para o terceiro lugar.

Como sdo eventos concomitantes, pois alguém ficard em primeiro lugar, outra pessoa ficard em segundo E
outra em terceiro, devemos multiplicar as possibilidades de cada evento, pelo principio multiplicativo:

3x2x1
Poderiamos ter comecado o raciocinio por qualquer posicao, que o resultado seria o mesmo.

Como assim “sobrardo” 2 possibilidades para o 22 colocado e 1 possibilidade para o 32 colocado?
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G

ESCLARECENDO!

Para a 12 posicao, todos os 3 alunos estdo disponiveis:

Para cada uma dessas 3 possibilidades, teremos ordenacgdes diferentes, dependendo do 29
e 32 |ugares. Por exemplo, mantendo Ana em 12 lugar, temos Ana, Beto e Caio ou Ana, Caio
e Beto.

Sabendo que ndo é possivel que o mesmo aluno ocupe mais de uma posi¢do, entao ha
apenas 2 possibilidades para a 22 posi¢cdo, uma vez que um dos alunos tera ocupado a 12.

Por isso, dizemos que o aluno da 12 posi¢do “ja foi escolhido” e assim sobrarao apenas 2
alunos para a 22 posicao:

Da mesma forma, s6 havera 1 aluno que nao terd ocupado nem a primeira nem a segunda
posicdo, logo ele ird ocupar a terceira posicao. Por isso, dizemos que, “apds a escolha” do
12 e do 22 colocados, sobrara apenas 1 aluno para a 32 posicao:

Por fim, multiplicamos todas essas possibilidades (principio multiplicativo) para encontrar
a quantidade de maneiras de ordenar todos os 3 elementos.

E se houvesse 4 alunos? Quais seriam as possibilidades de ordenacdo? Nesse caso, teriamos 4 possibilidades
para o primeiro lugar; 3 para o segundo lugar; 2 para o terceiro e 1 para o quarto:

4x3x2x1

E para 10 alunos? Teriamos 10 possibilidades para o primeiro lugar, 9 para o segundo, depois 8, depois 7...
até sobrar 1 possibilidade para o décimo lugar:

10x9x8x7x6x5x4x3x2x1
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Assim, a posicdo seguinte tera sempre uma possibilidade a menos do que a posicao anterior.
Para n alunos, temos:
x(n=1)x(n—-2)x..x3x2x1

Lembrou de algo? Essa é a formula do fatorial!

Portanto, a permutacao simples de n elementos distintos, que representamos como P,
gue corresponde ao nimero de possibilidades de ordenar n elementos distintos, é

Reforcando, a permutacgao simples pode ser utilizada para calcular todas as possibilidades de se reordenar
elementos, sejam letras de uma sigla (formando anagramas distintos), algarismos em um ndmero (formando
numeros distintos), etc., desde que os elementos sejam todos distintos.

HORA D

PRATICAR!

(FGV/2019 Prefeitura de Salvador/BA) Trocando-se a ordem das letras da sigla PMS de todas as maneiras
: possiveis, obtém-se os anagramas dessa sigla. O nimero desses anagramas €:

a) 16.

 b) 12.

c)9.

d)8.

e) 6.
Comentarios:

: Considerando que todas as 3 letras de PMS sdo distintas, o nimero de anagramas, ou seja, de formas de se :
: reordenar essas letras é a permutagdo de 3 elementos:

: P3=31=3x2x1=6
§Gabarito:E
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(VUNESP/2018 PM/SP) Em um armario, ha 5 prateleiras e sera preciso colocar 5 caixas, de cores distintas,
; cada uma em uma prateleira desse armario, sem que haja uma ordem especifica. O nimero total de maneiras :
i de colocar essas caixas nesse armario é :

: a) 25.

b) 60.

c) 95.

d) 120.

e) 165.
Comentarios:

: Por se tratar de caixas distintas, a serem alocadas em determinada ordem, temos uma permutacdo de 5 :
: elementos: :

: Ps=5!=5%Xx4Xx3%x2x1=120
EGabarito: D.

: (CESPE 2018/EBSERH) Julgue o préximo item, a respeito de contagem.

: Se a enfermaria de um hospital possuir cinco leitos desocupados e se cinco pacientes forem ocupar esses :
: leitos, entdo havera mais de 100 formas diferentes de fazer essa ocupacao. :

Comentarios:

Considerando que temos 5 leitos para serem ocupados por 5 pacientes, temos uma permutacdo de 5
: elementos: :

Ps=5!=5%Xx4Xx3x2x1=120
Logo, ha mais de 100 formas de fazer essa ocupacao.

: Gabarito: Certo.

(CESPE 2016/CBM-DF) Para atender uma grave ocorréncia, o comando do corpo de bombeiros acionou 15
homens: 3 bombeiros militares condutores de viatura e 12 pracas combatentes, que se deslocaram em trés
viaturas: um caminhdo e duas caminhonetes. Cada veiculo transporta até 5 pessoas, todas sentadas, :
incluindo o motorista, e somente os condutores de viatura podem dirigir uma viatura. Com rela¢do a essa
situagdo, julgue o item seguinte.

A quantidade de maneiras distintas de se distribuir os condutores de viatura para dirigir os veiculos é superior
i ab.

Comentarios:

: Considerando que ha 3 condutores para 3 veiculos, a quantidade de maneiras de organiza-los corresponde
i a uma permutacdo de 3 elementos:

P;=3=3%x2X1=6
Logo a quantidade de maneiras é superior a 5.

Gabarlto Certo.
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Permutagao Simples com Restricao

E possivel que algumas questdes de permutacdes imponham determinadas restricdes. Nesses casos, nem
todos os elementos poderao permutar livremente, o que exige mais atengdo para resolver a questdo.

Por exemplo, vamos considerar que ha 8 elementos distintos a serem ordenados, por exemplo, os algarismos
{1, 2,3,4,5, 6,7, 8. Vamos representar as opcdes de ordenacdo com os espacos abaixo.

Suponha que o nimero 1 esteja fixo na primeira posi¢cdo e o nimero 8, na oitava posicao:

Sendo assim, restardo os algarismos 2 a 7 (ou seja, um total de 6 algarismos) para serem ordenados nos 6
espacos restantes. Dessa forma, teremos uma permutagdo de 6 elementos em 6 posigoes:

Ps=6!=6Xx5x4x3x2x1=720

Poderiamos ter fixado quaisquer 2 algarismos em quaisquer 2 posi¢des, que continuariamos com a
permutacao dos 6 algarismos restantes, nos 6 espacos restantes. Portanto, o nimero de possibilidades de

ordena-los seria 0 mesmo.

De modo geral, havendo n elementos, dos quais p estejam fixos em determinadas
posicoes, fazemos a permutagdo de n — p elementos:

Pnp=(n—p)!

Um exemplo sutilmente diferente seria se esses dois algarismos fossem posicionados nos extremos, mas
sem fixar qual ird ocupar a primeira posicao e qual ird ocupar a Ultima posicdo.

Assim, poderiamos ter o nimero 1 na primeira posicdo e o numero 8 na oitava; ou o numero 8 na primeira
posicdo e o numero 1 na oitava:
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Nesse caso, para cada uma das 720 possibilidades de permutar os algarismos de 2 a 7 nas posi¢oes
intermediarias, calculadas anteriormente, ha 2 possibilidades distintas de posicionar os extremos.

Pelo principio multiplicativo, devemos multiplicar as possibilidades desses dois eventos:
2 xPe=2x720=1440

Na verdade, essas 2 possibilidades de alocar esses 2 algarismos, 1 e 8, nas 2 posicbes extremas
correspondem a permutacao desses 2 elementos.

Assim, podemos representar o numero de maneiras de se ordenar os 8 algarismos, nessas condigdes, como:
P2x Pe

Em outras palavras, podemos tratar como duas permutacdes em separado: uma com os 2 elementos que
ocupardo as posi¢des extremas; e a outra com os 6 elementos que ocupardo as posicdes ndao extremas.

E para ordenar todos os 8 elementos, multiplicamos esses resultados (principio multiplicativo).

Com isso, podemos resolver outros problemas que indiguem determinadas posi¢des a certos elementos,
sem fixar a posi¢cdo especifica de cada um.

Por exemplo, vamos supor que os 3 primeiros algarismos tenham que ocupar as 3 primeiras posi¢cdes, em
qualquer ordem; e os demais algarismos, as demais posi¢oes, também em qualquer ordem:

Y Y
1,2e3 4,5,6,7e8

Nesse caso, temos a permutacao de 3 elementos nas 3 primeiras posicoes e de 5 elementos nas demais
posicoes.

Pelo principio multiplicativo, o nUmero de ordenacgdes possiveis é:

P3sxPs=3!x51=3x2x1x5x4x3x2x1=720

Agora, vamos supor que os algarismos impares tenham que ocupar posigdes impares e os algarismos pares,
posi¢des pares, como ilustrado abaixo:

Também vamos resolver esse caso com 2 permutac¢des em separado.
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Em relacdo aos impares, temos 4 algarismos para 4 posicoes, logo, temos uma permutacdo de 4 elementos:
P4=4'=4x3x2x1=24

Em relacdo aos pares, temos 4 algarismos para 4 posicoes, logo, temos outra permutacdo de 4 elementos:
P1=4'=4x3x2x1=24

Pelo principio multiplicativo, o nimero de maneiras de ordenar todos esses 8 algarismos é:

24 x 24 =576

Em geral, havendo n elementos, dos quais p estejam designados a determinadas posicoes,
mas sem fixar a posicao especifica de cada um, fazemos a permutacao de n — p elementos
e multiplicamos pela permutacdo de p elementos:

Pnp XPp=(n—p)! x p!

HORA DE

PRATICAR!

(FCC/2019 — Analista Judiciario do TRF 32 Regido) Em um concurso com 5 vagas, os candidatos aprovados
: serdo alocados, cada um, em um dos municipios A, B, C, D ou E. O primeiro colocado foi designado para o
: municipio A. O nimero de possiveis alocacdes dos outros candidatos aprovados é :
a) 30

b4

c) 120

 d) 24 5
e)6 :
Comentarios:

Essa questao trabalha com a permutacao de 5 elementos, com um deles fixo.

Considerando que 1 dos candidatos esta fixo no municipio A, restam 4 candidatos para serem alocados em
: 4 municipios (B, C, D ou E). Portanto: :
Ps=41=4x3x2x1=24

Gabarito: D.
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(CESPE 2018/BNB) Em um navio, serdo transportados 10 animais, todos de espécies diferentes. Antes de
: serem colocados no navio, os animais deverdo ser organizados em uma fila. Entre esses 10 animais, ha um :

: camelo, um elefante e um ledo. A respeito da organizagao dessa fila, julgue o item subsequente.

: Existem 8! maneiras distintas de organizar essa fila de forma que o camelo fique na primeira posicdo e o :
: elefante fique na sexta posicdo.

{ Comentarios:

: A questdo pede para organizarmos uma fila de 10 animais, de forma que o camelo (C) fique na primeira :
: posicdo e o elefante (E), na sexta:

A= A N I I A

: Como esses elementos estdo fixos em posicdes especificas, basta reordenarmos os demais elementos.
: Logo, o nimero de maneira de organizarmos essa fila corresponde a permutagdo de 10 — 2 = 8 elementos:
Pg = 8!

: Gabarito: Certo.

: (CESPE 2018/BNB) Em um navio, serdo transportados 10 animais, todos de espécies diferentes. Antes de :
: serem colocados no navio, os animais deverdo ser organizados em uma fila. Entre esses 10 animais, hd um
i camelo, um elefante e um ledo.

: A respeito da organizagdo dessa fila, julgue o item subsequente.

: Existem 3 x 7! maneiras distintas de organizar essa fila de forma que o elefante, o camelo e o ledo fiquem :
i nas trés primeiras posicdes, ndo necessariamente nessa ordem. :
: Comentarios:

: Agora, desejamos organizar a fila de forma que os 3 animais (Elefante, Camelo e Ledo) fiquem nas 3 primeiras :
posicGes, em qualquer ordem. Consequentemente, os outros 10 — 3 = 7 animais ocupardo as outras 7 :
: posi¢des, em qualquer ordem: :

Elefante, Camelo, Ledo Outros 7 animais
O numero de formas de organizar os 3 animais corresponde a uma permutac¢do de 3 elementos:
P; = 3!
: O numero de formas de organizar os outros 7 animais equivale a uma permutagdo de 7 elementos:
P, =7!

: Pelo principio multiplicativo, multiplicamos esses resultados para obter o nimero de maneiras possiveis de :
: organizar toda a fila: :

Numero de possibilidades = 3! X 7!

Esse resultado é diferente do valor informado no item, qual seja, 3 X 7!, logo, o item esta errado. Alids, como :
31 =3 x2, 0 nosso resultado é o dobro do que consta no item da questao. :

Gabarito: Errado.
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Vejamos mais uma ferramenta para resolver problemas de permutag¢ao simples com restrigao.
Vamos supor que os algarismos 1 e 2 tenham que ficar sempre juntos, nessa ordem.

Nesse caso, tratamos esses 2 algarismos como elemento tnico, que podemos chamar de A. Assim, em vez
de 8 elementos {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8}, ordenaremos apenas 7 elementos {A, 3,4,5,6, 7 e 8}:

P;=71=7x6x5x4x3x2x1=5.040

Portanto, a quantidade de maneiras de ordenar 8 elementos, de modo que 2 estejam sempre juntos em uma
determinada ordem, corresponde a permutacdo de 7 elementos.

Se houvesse 3 elementos juntos em determinada ordem, {1, 2 e 3}, chamariamos os 3 elementos de A, e
calculariamos a permutacdo dos outros 5 elementos acrescido do elemento A, o que corresponde a
permutacdo de 6 elementos {A, 4, 5, 6, 7 e 8}.

De modo geral, havendo n elementos, dos quais j devam ficar juntos em determinada
ordem, fazemos a permutagao de n —j + 1 elementos:

Pn—j+1 = (n —j + 1)'

E se os elementos tivessem que ficar juntos, mas em qualquer ordem?

Nesse caso, o inicio da solucdo é similar, isto é, chamamos esses elementos de um Unico elemento, A, e
fazemos a permutacdo do elemento A com os demais elementos.

Por exemplo, se os algarismos {1, 2 e 3} tivessem que ficar juntos, mas em qualquer ordem, dentre os 8
algarismos, fariamos a permutacdo dos 6 elementos {A, 4, 5, 6, 7 e 8}:

Ps=6!=6x5x4x3x2x1=720

Porém, para cada uma dessas 720 possibilidades de ordenar os elementos {A, 4, 5, 6, 7 e 8}, os algarismos
{1, 2 e 3} pode aparecer como:

123 .. 132 w213
.231.. 312 w321,

Em outras palavras, para cada uma das possibilidades que calculamos anteriormente, temos diferentes
formas de ordenar os 3 elementos.

Como calculamos as diferentes formas de ordenar 3 elementos? Pela permutacao de 3 elementos!

robi 31 dJeeE:s
183

a ANATEL (Especialista em Regulagéo de Servigos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado

, www.estrategiaconcursos.com.br



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Logo, para calcular o nUmero de maneiras de organizar todos os 8 elementos nessas condi¢des, devemos
multiplicar o resultado anterior pela permutacdo de 3 elementos (principio multiplicativo):

Psx P3=6!x3!=720x6=4320

De modo geral, havendo n elementos, dos quais j elementos devem ficar juntos em
qualquer ordem, fazemos a permutacdo de n — j + 1 elementos e multiplicamos pela
permutacdo de j elementos:

Prjt1 X Pj=(n—j+1)! x j!

04
’4 RESUMINDO

Na permutacdo simples com restricdo, podemos (i) designar posi¢cdes para determinados
elementos ou (ii) determinar elementos a permanecerem juntos.

i) Quando designamos posi¢coes, devemos permutar os demais elementos.

i.a) Havendo p elementos fixos em determinadas posi¢des, dentre n elementos no total,
devemos permutar n — p elementos:

Pn-p = (n —p)!

i.b) Caso os p elementos possam ser reordenados dentre as posi¢des designadas, devemos
multiplicar o resultado anterior pela permutacao de p elementos:

Pnp X Py =(n=p)! x p!

ii) Quando determinamos elementos devem permanecer juntos, devemos considera-los
como elementos Unico e permutar esse novo elemento junto aos demais.

ii.a) Havendo j elementos que deverdo permanecer juntos em determinada ordem, dentre
n elementos no total, devemos permutar os demais n — j elementos acrescidos de 1
unidade, a qual corresponde ao conjunto dos j elementos:

Pnjri=(n—=j+1)!

i.b) Se os j elementos, que deverdo permanecer juntos, puderem ser reordenados entre si,
devemos multiplicar o resultado anterior pela permutacao de j elementos:

Pnjr1 XPj=(n—=j+ 1) xj!

robi 32 dJeeE:s
183

ANATEL (Especialista em Regulagéo de Servigos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado
www.estrategiaconcursos.com.br

©




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

HORA DE

PRATICAR!

(FGV/2017 Prefeitura de Salvador/BA) Trés casais vdo ocupar seis cadeiras consecutivas de uma fila do
; cinema, e os casais ndo querem sentar separados. Assinale a op¢do que indica o nUmero de maneiras
: diferentes em que esses trés casais podem ocupar as seis cadeiras.

: a) 6.

 b) 12.

i c) 24.

 d) 36.

e) 48.

Comentarios:

Primeiro, vamos tratar cada casal como elemento Unico. Assim, temos a permutacdo de 3 elementos:
. P;=3!=3x2x1=6

: Uma vez definida a ordem entre os casais, € necessario que cada casal decida a sua ordem.

: Assim, para cada uma dessas 6 possibilidades de ordem entre os casais, ha P, = 2 possibilidades de cada um
: dos trés casais se organizarem:

6x2x2x2=48
gGabarito:E

: (CESPE 2018/BNB) Em um navio, serdo transportados 10 animais, todos de espécies diferentes. Antes de
: serem colocados no navio, os animais deverdo ser organizados em uma fila. Entre esses 10 animais, ha um
camelo, um elefante e um ledo.

: A respeito da organizagdo dessa fila, julgue o item subsequente.

: Existem 7 x 7! maneiras distintas de organizar essa fila de forma que o elefante, o camelo e o ledo estejam
: sempre juntos, mantendo-se a seguinte ordem: ledo na frente do camelo e camelo na frente do elefante.

Comentarios:

: Para organizar uma fila de 10 animais, de modo que o ledo, o camelo e o elefante aparecam sempre nessa
: ordem, podemos tratd-lo como elemento Unico.

: Assim, o numero de formas de organizar os outros 10 — 3 = 7 animais e mais esse trio corresponde a uma
: permutacdo de 8 elementos:

Pg=8=8x7!
Esse resultado é diferente de 7 x 7!, descrito no item.

: Gabarito: Errado.
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: A quantidade de numeros naturais distintos, de cinco algarismos, que se pode formar com os algarismos 1,
: 2,3,4e5,de modo que 1 e 2 figuem sempre juntos e em qualquer ordem, é inferior a 25.
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(CESPE 2018/BNB) Julgue o proximo item, relativo a analise combinatéria e probabilidade.

Comentarios:

A guantidade de numeros que podem ser formados com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 corresponde a uma
permutacdo desses elementos. Para que os nimeros 1 e 2 figuem sempre juntos, podemos considerd-lo com
elemento Unico. Assim, temos uma permutacao de 4 elementos:

P,=4'=4Xx3%x2x1=24

: Porém, para cada uma dessas 24 maneiras de organizar os algarismos 3, 4, 5 e o elemento 1-2, podemos ter :

: 1 primeiro e depois 2, ou 2 primeiro e depois 1. Logo, pelo principio multiplicativo, devemos multiplicar esse

resultado pela permutagdo de 2 elementos P, = 2! = 2:
Quantidade de nimeros possiveis = 24 x 2 = 48

Essa quantidade é superior a 25.

: Gabarito: Errado.

Permutacao com Repeticao

Na permutacdo simples, todos os elementos sdo distintos.
Por exemplo, se houver 3 elementos {A, B, C}, hd P3=3!1=3 x2 x 1 = 6 possibilidades de ordena-los. Sdo elas:
i)ABC i)ACB ii)BAC iv)BCA vV)CAB Vi) CB A

Agora, vamos supor que, em vez C, haja um segundo elemento A. Vamos escrever novamente as 6
possibilidades descritas acima, porém substituindo C por um segundo A:

)ABA I)AAB I BAA IV) BAA V)AAB VI)ABA

Agora, a ordem descrita em | é igual a ordem em VI; a ordem em |l é igual a ordemem V; e aordem em lll é
igual a ordem em IV. Portanto, temos apenas 3 possibilidades distintas de ordenar os elementos {A, A, B}:

)ABA )AAB )BAA

Ou seja, quando ha elementos repetidos, o nimero de possibilidades distintas de ordenacdo diminui.

Mas, por qué? O que aconteceu?
Bem, a redug¢do ocorreu porque na opg¢ao i da primeira permutagdo, os elementos A e C estavam invertidos

em relacdo a opc¢do vi, enquanto todo o restante se manteve igual. Por isso, na segunda permutacdo, essas
opcOes se tornaram uma Unica opcdo. O mesmo ocorreu com as opgoes ii e v; e com as opcoes iii e iv.
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Em outras palavras, precisamos dividir o resultado da primeira permutacdo pelo nimero de vezes em que A
e C trocam de posicao.

E como calculamos a quantidade de maneiras em que elementos trocam de posicdo? Pela permutagao!

Portanto, na permutac¢do com repeticdo, dividimos a permutacdo simples pela permutacdo dos elementos
repetidos. Indicamos essa permutacdo de 3 elementos com repeticao de 2 elementos por Paf:

ﬁ=5=3x2!=3x/!=3
P, 217 2! 21

2 _
=

Assim, se tivéssemos 5 elementos distintos para permutar, teriamos Ps = 5!. Havendo 3 elementos iguais,
dentre esses 5, dividimos esse resultado pela permutacao dos 3 elementos Ps = 3!:

=5%x4=20

P3_P5_5!_5x4x3!_5x4x/§!
ST py 300 31 T Al

E se além de um elemento repetido, tivéssemos outro elemento repetido? Por exemplo, {A, A, B, B, B, C, D}.

Vamos pensar em etapas: primeiro calculamos a permutagao simples dos 7 elementos, como se fossem
distintos: P; = 7!. Em seguida, consideramos que o elemento A estd repetido 2 vezes e dividimos pela
permutacdo de 2 elementos: P, = 21. Por fim, consideramos que o elemento B esta repetido 3 vezes e
dividimos novamente pela permutag¢ao de 3 elementos: P; = 3!:

7 Py,x Py 2!x3!

P

ﬂ3_7x6x5x4xm_7x6x5x4x¥_

o X 31 = X 31 7X3X5%X4 =420

Ou seja, na permutagdao com mais de um elemento repetido, dividimos a permutagao simples pelas
permutacdes dos elementos repetidos.

De modo geral, sendo n elementos totais, com m,,m,, ..., m; elementos distintos
repetidos, a permutacdo desses elementos é dada por:

Pml,mz,...,mk _ n!
n mq!xmy!X..xmy!
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PRATICAR!

: (VUNESP/2019 - Prefeitura de Cerquilho/SP) Com as letras, A, B e C, é possivel fazer seis agrupamentos :
diferentes de trés letras: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. Se as trés letras fossem A, A e B, sé poderiam ser
feitos trés desses agrupamentos diferentes: AAB, ABA, BAA. Com as letras F, F, G e G, o numero de :
: agrupamentos diferentes de quatro letras €

a) 6.
: b) 8.
: ¢) 10.
 d) 12.
: e) 16.
: Comentarios:
A quantidade de agrupamentos com as letras F, F, G e G corresponde a permutacdo de 4 elementos, com 2
: repeticdes de F e 2 repeti¢bes de G:
22 4! 4x3x2 4x3
P = = = =
4 2! x 2! 2! x 2! 2

Gabarito: A.

(FGV/2018 — ALE-RO) Assinale a opgdo que indica o nimero de permutacgdes das letras da palavra SUSSURRO
a) 1680

b) 1560

c) 1440

d) 1320

e) 1260

Comentarios:

A palavra SUSSURRO contém 8 letras, sendo o S repetido 3 vezes, o U repetido 2 vezes e o R repetido 2 vezes.

: Assim, temos a permutacdo de 8 elementos com repeticdo de 2, 2 e 3 elementos:

p223 8! _8X7X6X%x5x4x3!

= = =98X/X6X>H=
8 21 x 2! x 3! 2% 2x3! BX7x6x5=1680

Gabarito: A

: (FCC/2015 - Professor da Secretaria de Educa¢do/ES) O nimero de anagramas que podem ser obtidos !
: utilizando as letras da palavra VITORIA, e que terminam com uma consoante é igual a :
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: a) 2520
E b) 1080
Ec)840

 d) 5040
e) 1980 ;
Comentarios:

i Na palavra VITORIA, ha 7 letras:

1 2 3 4 5 6 7 :

i) Para terminar com uma consoante, ha 3 possibilidades para essa posicao, todas distintas:
: 1 2 3 4 5 6 7 :
ii) As outras 6 letras podem permutar livremente pelas 6 posicdes restantes. Considerando que dessas
: 6, hd 2 elementos repetidos (letra 1), temos:
: 6! :
P¢ =57 =6X5x4x3 =360 :

Pelo principio multiplicativo, o nimero de possibilidades, no total, é:
: 3 x 360 = 1080

Gabarito: B.

[
L

Permutacao Circular

Na permutacdo circular, considera-se que os elementos estao dispostos em um circulo.

No circulo, considera-se que nao ha posicdes fixas (primeiro lugar, segundo, terceiro, ..., ou tampouco
referéncias como acima, abaixo, a direita ou a esquerda).

A figura a seguir representa a mesma disposicdao daquela indicada na figura acima, como se tivéssemos
girado o circulo 1802, mantendo todos os elementos na mesma posicao:
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A disposicdo varia somente com a mudanca da posi¢do de algum elemento em relagao aos demais. A figura
abaixo representa uma disposicao diferente, haja vista a troca dos elementos 2 e 3.

Para calcular a quantidade de disposi¢es distintas, podemos fixar (qualquer) um dos elementos, por
exemplo, o elemento 1, em qualquer posic¢do:

Agora sim, as posi¢cdes de todos os outros elementos irdo importar porque elas serao relativas ao elemento
1 fixado. Portanto, calculamos a permutag¢ao simples para os demais elementos (no caso, os 7):

P;,=71=7X6X5%X4X3x2x1=25.040

Em geral, como fixamos um dos elementos, a permutacdo circular de n elementos,
indicada por PC,,, é:

PC,=(n-1)!
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Permutacao Circular com Restricoes
E possivel que uma permutacio circular apresente restrigdes.
Por exemplo, suponha que haja 4 meninos (O) e 4 meninas (A) para se sentarem a uma mesa circular, de

forma que todo menino esteja entre duas meninas (e, portanto, toda menina esteja entre dois meninos),
como indicado abaixo.

o
v N\
i kY
/ \
[ |

0| o

\ /

\ /

Y i/

N2
8]

Nesse tipo de situacdo, resolvemos o problema em 2 etapas: primeiro sentamos os meninos e, depois, as
meninas (ou vice-versa). Para sentarmos os 4 meninos, ha 4 posicdes possiveis:

0o
f \
| \

0| o

\ I
\ !
'\\ /."
8]

Nessa primeira etapa, temos uma permutacdo circular, em que fixamos a posicdo de um deles e calculamos
a permutacdo dos demais:

PC, = (n—1)!
PC,=31=3x2x1=6

Na segunda etapa, vamos sentar as 4 meninas. Nesse caso, todas as posi¢oes sdo diferentes, pois ja temos
meninos sentados, de modo que a posicao de todas as meninas importa.

Assim, temos a permutacdo simples de 4 elementos:
Ps=41=4x3x2x1=24

Portanto, para cada uma das 6 possibilidades de se posicionar os meninos, ha 24 possibilidades de posicionar
as meninas. Pelo principio multiplicativo, devemos multiplicar as possibilidades desses eventos:

6x24=144
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HORA DE

PRATICAR!

(2019 Prefeitura de Ibiaga/RS) O nimero maximo de maneiras distintas que um grupo de cinco amigos
pode se sentar ao redor de uma mesa circular para realizar um lanche coletivo é:

a) 120

b) 50

c) 24

d) 12

e)l
Comentarios:

: A permutagdo circular de n = 5 elementos é dada por:
PC,=(n-1)!
PC;=41=4x3x2X1=24

Gabarito: C

(2016 — Prefeitura de Ouricuri/PE) De quantas maneiras possiveis podemos dispor nove criangas em um
: circulo em que todas brincam de mdos dadas?

i a) 9!
b) 8!
c)7!
d) 6!
e) 5!
Comentarios:

: A permutagdo circular de n = 9 elementos é dada por:
PC,=(n-1)
PCy = 8!

Gabarito: B
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(2017 — Companhia de Desenvolvimento Habitacional /DF)

e TR
o 3
Davi
maminha fraldinha
L —
/‘/ .

T \. o
/ \\\, \\‘_\/// \:\
// / \ \\
(/ / \ \\

{/ Flavio / \\Eduardo \
l ( \ )
U\\\J } //«
\ J
costela [ lingui
\ / linguica
A /N\
\\ /‘ N
// "‘\\
X > i /)
\\, Carlos ~—— <~ Bruno //
S 3 acém .
g A
S et

: Bruno, Carlos, Davi, Eduardo e Flavio sdo amigos e jantam em uma churrascaria. Na mesa circular em que se :
: encontram, ha 5 cadeiras idénticas, equidistantes duas a duas, e 5 espagos entre cada par de cadeiras para :
i 0s garcons servirem carnes: acém; costela; fraldinha; linguica; e maminha. A figura acima ilustra uma possivel :
: configuracdo da mesa, com os 5 amigos e as 5 carnes do rodizio. Sabe-se que as carnes preferidas de Bruno :
: sdo costela e acém e Davi prefere fraldinha.

: Com base nessa situagdo hipotética, julgue o item a seguir.

: O numero possivel de configuragées da mesa, contando que os 5 amigos estejam sentados e as 5 carnes
: estejam entre cada par de cadeiras, € maior que 3.000.

Comentarios:

: Vamos resolver essa questdo em 2 etapas. Primeiro, sentamos os 5 amigos e, em seguida, colocamos as 5 :
: carnes (ou vice-versa).

: Para sentar os 5 amigos em uma mesa redonda, podemos sentar um amigo em qualquer posi¢do e, em :
: seguida, permutar os demais:

PCs=4!=4x3x2x1=24

: Ao colocarmos as 5 carnes, a posicdo de todas elas importam, pois elas estardo entre amigos distintos. :
: Portanto, temos a permutacgdo simples de 5 elementos: :

Ps=51=5%Xx4x3x2x1=120

Portanto, para cada 24 possibilidades de sentar os amigos, ha 120 possibilidades de colocar as carnes. Pelo
: principio multiplicativo, as possibilidades desses eventos devem ser multiplicadas:

24 x 120 = 2.880
Como 2.880 é menor que 3.000, o item esta errado.

: Gabarito: Errado
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OUTROS TIPOS DE PERMUTACAO

Nesta se¢dao, veremos tipos de permutacao mais complexos e menos frequentes nas provas de concursos,
quais sejam, a permutacdo com elementos ordenados e a permutacdo cadtica (ou desarranjo).

Permutacao com Elementos Ordenados

Na permutagdo com elementos ordenados, determinados elementos devem seguir uma ordem definida,
ndo podendo ser permutados livremente.

Vamos considerar o exemplo do grupo de estudo dos 3 alunos Ana, Beto e Caio. De quantas maneiras,
podemos ordend-los, de acordo com as suas notas (sem empates), sabendo que a nota da Ana foi maior do

que a nota do Beto?

Para responder, vamos primeiro relacionar todas as possibilidades, ignorando essa restricdo (sabemos que
sdo P3; = 3! = 6 possibilidades):

i) Ana, Beto, Caio ii) Ana, Caio, Beto iii) Beto, Ana, Caio

iv) Beto, Caio, Ana v) Caio, Ana, Beto vi) Caio, Beto, Ana

Agora vamos eliminar as possibilidades em que Beto esta a frente de Ana (ordem incorreta):

i) Ana, Beto, Caio i) Ana, Caio, Beto fii} BetoAna, Caio
)-BeterCator-Ana v) Caio, Ana, Beto vi}-Caio Beto Ana

Claramente, hd uma redugao das ordenacgdes possiveis, em relacdo a permutacao simples. Mas por qué?

Na permutagao simples, se mantivermos constantes as posi¢des dos demais elementos, havera sempre uma
opcao em que Ana fica a frente de Beto e outra em que Beto ficara a frente de Ana. Entretanto, apenas uma
dessas opgdes atende a restricdo de ordenacao.

Por esse motivo, precisamos dividir o resultado pelo nimero de vezes em que os elementos ordenados
trocam de posicao.

Ja sabemos como fazer isso! Dividindo a permutacdo simples pela permutacdo dos elementos ordenados!

Nesse exemplo, dividimos P3 por Pa:

133_3!_3><2!_3
p, 20 21
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De maneira geral, havendo n elementos, dos quais k elementos devem respeitar uma
ordem especifica, o nimero de possibilidades de ordena-los é:

P, n!
P, k!

Esta formula é igual a da permutacdao com repetigao!

&

FIQUE

ATENTO!

Na permutacao com elementos ordenados, os elementos nao devem ser necessariamente
consecutivos.

No exemplo em que a ordenacdo foi Ana > Beto, aceitamos a op¢do ii (Ana, Caio, Beto),
sem que Ana e Beto estivessem em posi¢des consecutivas.

Se o problema apontar que dois elementos estejam em determinada ordem e que sejam
consecutivos, entdo sera necessario trata-lo como elemento unico.

Em geral, havendo k; elementos que devam seguir uma ordem e outros k, elementos que devam seguir
outra ordem, dividimos a permutagao dos n elementos pela permutagao de k; e de k, (o que também é
similar a permutacdo com repeticdo):

P, _ n!
Py, X Py, kil X k!

Por exemplo, vamos supor a palavra ORDEM. O numero de anagramas que podem ser formados de modo
que as letras ORD estejam sempre nesta ordem, assim como as letras EM, corresponde a uma permutagao
de 5 elementos, de modo que 3 elementos sigam uma ordem e outros 2 elementos sigam uma ordem:

pPs 5l _5><4><3!_5X2_10
P;xP, 3'x2!  31x2 -
Para ilustrar, vejamos quais sdao essas 10 possibilidades:

i. ORDEM vi.  OERMD
ii. OREDM vii.  EORMD
iii. OERDM viii. OEMRD
iv. EORDM iX. EOMRD
V. OREMD X. EMORD

Essa férmula pode ser estendida para qualquer numero de ordenacdes necessarias.
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HORA DE

PRATICAR!

(FCC/2014 TRF 32 Regido) Alvaro, Benedito, Cléber e outros dois amigos participam de uma corrida. Se
apenas os cinco participaram dessa corrida, o nimero de possibilidades diferentes de maneira que Alvaro :
: chegue antes que Benedito e este, por sua vez, chegue antes de Cléber € igual a:

a) 20
 b) 24
c) 18
d) 22
e) 26
Comentarios:

Ha n = 5 elementos, dos quais k = 3 elementos estdo ordenados: Alvaro > Benedito > Cléber. Portanto, temos:

P, nl

P, k!
Ps _ '—5><4—20 E
P; 3! B

Gaba rito: A.

Permutacao Cadtica ou Desarranjo

Na permutacdo cadtica ou desarranjo, considera-se que os elementos estdo originalmente ordenados de
certa maneira e que nenhum deles pode retornar para a sua posi¢do original.

Vamos supor que 3 elementos {A, B, C} estejam originalmente posicionados nesta ordem, isto é, A em
primeiro lugar, B em segundo lugar e C em terceiro lugar. Agora, vamos reordenar esses elementos, de modo
gue nenhum deles retorne a sua posi¢do original.
Como o elemento A estava em primeiro lugar, ele poderd ocupar o 22 ou o 32 lugar:
e Aem22|ugar: _ A__
o Como o elemento C estava em 32 lugar originalmente, ele tera que ocupar o 12 lugar

o Assim, resta a 32 posi¢do para o elemento B

Possivel ordenagdao: CAB
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e Aem32|ugar: _ A
o Como o elemento B estava em 29 lugar originalmente, ele terd que ocupar o 12 lugar
o Assim, resta a 22 posi¢ao para o elemento C

Possivel ordenagdo: BCA

Portanto, ha 2 possibilidades de permutacdo cadtica para esse exemplo.

Para calcular o numero de possibilidades em uma permutacdo cadtica (ou desarranjo) de
n elementos, utiliza-se a seguinte férmula:

_ 1 1 1 1 -n*
Dp=nix[f-fHg-gt S

Calma! Vamos juntos tentar digerir essa formula.

Observe que os denominadores das fragdes sdo fatoriais de 0 até n (total de elementos) e que os sinais das
fragbes vao se alternando: quando o denominador é o fatorial de um nimero par, o sinal é positivo, quando
o denominador é o fatorial de um numero impar, o sinal é negativo.

Como ndo sabemos se n é par ou impar, utilizamos a expressdo (—1)". Assim, quando n é par, (—1)" = +1,
e o sinal da fragdo é positivo; quando n é impar, (—1)" = —1, e o sinal da fracdo é negativo. Em outras
palavras, ndo precisamos calcular uma fun¢do exponencial, apenas nos atentar para o sinal de n.

Ademais, considerando que 0! =1 e que 1! = 1, os resultados da primeira e da segunda fracdo sao:

Como o sinal da primeira fracdo é positivo e o da segunda é negativo, essas fracées se anulam (1 -1 = 0).
Logo, podemos retira-las da formula:

1
D,=n!x|=—=—+-+

1 0—1)"]
21 3 nl

No nosso exemplo, tivemos n = 3, portanto:

1] 3! 3
]— =3-1=2

1
by =3ix |5 -3 =5 -5

Que foi o resultado que obtivemos anteriormente.
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HORA DE

PRATICAR!

: (CESPE/2014 — TER-GO — Adaptada) As prestagdes de contas das campanhas dos 3 candidatos a governador

: de determinado estado foram analisadas por 3 servidores do TRE desse estado. Considerando que um
: servidor deve analisar exatamente prestacdo de contas e que, por coincidéncia, cada um dos 3 candidatos é :

parente de um dos 3 servidores, julgue o item que se segue.

: A quantidade de maneiras distintas de se distribuirem as prestacées de contas entre os 3 servidores de modo
: que nenhum deles analise as contas de um parente é inferior a 5.

Comentarios:

: O enunciado informa que ha 3 servidores que irdo analisar as contas de 3 candidatos e que cada candidato :

é parente de um servidor:

B
b

Candidato
Servidor

d C

: Para que nenhum candidato seja avaliado pelo seu parente, devemos reordenar os candidatos de modo que :

: nenhum deles retorne a posicdo original, indicada acima. Assim, temos uma permutacdo cadtica (ou :
: desarranjo) de 3 elementos.

: Como hd poucos elementos, podemos contar as possibilidades, como fizemos anteriormente:

- O candidato A pode ser analisado pelo servidor b:

Candidato
Servidor

A
b

a Cc

- Nessa situacdo, o candidato C tera que ser analisado pelo servidor a;

- E restard o servidor c para o candidato B, resultando na seguinte possibilidade:

Candidato C A
Servidor a b c
i - O candidato A pode ser analisado pelo servidor c:
Candidato
Servidor a b c

- Nessa situacdo, o candidato B terd que ser analisado pelo servidor a;

- E restard o servidor b para o candidato C, resultando na seguinte possibilidade:

c
b

Candidato
Servidor

Portanto, ha 2 possibilidades.
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: Alternativamente, podemos aplicar a férmula de desarranjo que aprendemos:

- 1 e

Dp=nix|or =gt
O £ DL
D4—3.X[E—§ —5—5—3—1—2

: Logo, o numero de maneiras é inferior a 5.

Resposta: Certo.

(FCC/2019 - Prefeitura de Recife/PE) Os quatro funcionarios de uma reparticdo trabalham cada um em uma
mesa, todos na mesma sala. O chefe da reparticdo determinou que os funciondrios trocassem de mesa entre :
si. Os funcionarios podem ser realocados na sala de modo que nenhum funcionario passe a ocupar a mesa

: que ocupava antes da realocacdo.

: a) de 4 maneiras diferentes.
b) de 24 maneiras diferentes.
c) de 9 maneiras diferentes.
d) de 6 maneiras diferentes.
e) de 12 maneiras diferentes.
Comentarios:

: Novamente, temos uma permutagdo cadtica (ou desarranjo), mas agora com 4 elementos. Por haver uma
: maior quantidade de elementos, vamos direto para a férmula:
1 =n"

1
Dn=n!>< Z—E-F' + l

o 1 1 1 _4! 4! 4!_ _
D, =4!X% 5_54-5 —£—§+Z—4X3—4+1—9
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ARRAN3JIO E COMBINACAO

As técnicas que veremos nesta secdo (arranjo e combinacdo) trabalham com a selegdo de um subconjunto
dos elementos.

A ordem dos elementos selecionados sera relevante para o arranjo, mas nao para a combinag¢do. Em outras
palavras, selecionar os elementos A e B ou os elementos B e A sdo possibilidades distintas para o arranjo,
porém equivalentes para a combinacgdo.

Arranjo Simples

O arranjo de um conjunto finito de elementos é um subconjunto desses elementos, de tal maneira que a sua
ordenacgao seja relevante.

Por exemplo, em um sorteio, em que o primeiro sorteado ganha um carro, e o segundo sorteado ganha uma
bicicleta, a ordem, com certeza, sera relevante. Em outras palavras, o cendrio em que Ana é sorteada
primeiro e Beto é sorteado depois serd diferente daquele em que Beto é sorteado primeiro e Ana é sorteada
depois.

Suponha que existam 6 pessoas em um sorteio, em que 3 delas serdao sorteadas, nao sendo possivel sortear
a mesma pessoa mais de uma vez. Considerando a ordem relevante, de quantas formas as 3 pessoas poderao
ser sorteadas?

Como a ordem importa, vamos sortear uma pessoa por vez, preenchendo os seguintes espagos com o
numero de possibilidades de cada sorteio:

Havendo 6 pessoas no total, ha 6 possibilidades para sortearmos a primeira pessoa. Assim, restardo 5 pessoas
para o segundo sorteio. Em seguida, havera 4 possibilidades para o terceiro e ultimo sorteio:

Como os trés sorteios irdo ocorrer, pelo principio multiplicativo, devemos multiplicar as possibilidades de
cada evento. Dessa forma, o resultado desse arranjo é:

6x5x4
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E se houvesse 10 pessoas para 4 sorteios?

Para o primeiro sorteio, haveria 10 possibilidades; para o segundo, 9 possibilidades; para o terceiro, 8
possibilidades; e para o quarto, 7 possibilidades:

10x9x8x7

Parece um pouco a formula do fatorial, certo? Na verdade, é o inicio do fatorial do total de n elementos,
“estancado” ap0ds k fatores, sendo k o numero de elementos sorteados.

E como fazemos para “estancar” um fatorial? Dividindo por um fatorial menor!

No caso de k = 4 sorteios para um conjunto de n = 10 pessoas, fazemos:

100 10! 10X 9 X8 X7 X6
(10-4)! 6! 6!

=10x9x8x7=5.040

No caso geral, um arranjo sem reposicao de k elementos, dentre n elementos distintos é:

n!
Angk =00,

~ ; . ok
Outra notagdo possivel para o arranjo é Aj.

Por exemplo, o nimero de maneiras de sortear 5 pessoas, dentre um total de 8, para prémios distintos
corresponde ao arranjo de 5 elementos, dentre 8:

_ 8! _8!_8><7><6><5x4><3!
A&S_(S—S)!_i_ 3!

=8X7X6X%Xx5x%x4=6.720

Nem sempre a importancia da ordem da selecdo sera facil de visualizar. Vamos supor que, dentre um grupo
de 10 funciondrios de uma empresa, tivermos que selecionar 1 supervisor, 1 coordenador e 1 técnico.

Nesse caso, selecionar um funcionario como supervisor é diferente de selecionar esse mesmo funcionario
como coordenador ou como técnico.

Imagine que a sele¢dao desses cargos ocorre em uma sequéncia, por exemplo, primeiro supervisor, depois
coordenador e depois técnico.

Assim, ha diferenca entre ser chamado primeiro, segundo ou terceiro. Logo, a ordem da sele¢ao é, de fato,
importante, motivo pelo temos um arranjo.
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()

FIQUE

ATENTO!

A féormula de arranjo que acabamos de ver serve para casos sem reposi¢ao, ou seja, quando
um mesmo elemento nao puder ser selecionado mais de uma vez.

Caso haja reposicao, o numero de elementos disponiveis para cada sorteio é sempre o
mesmo. Por exemplo, em uma selecdo com reposicao, cuja ordem importe, de 3
elementos, dentre 6 elementos disponiveis no total, o nimero de possibilidades é:

6x6x6=6°

De modo geral, o arranjo com reposi¢ao (ou repeticdo) de k elementos dentre n
elementos no total é dado por:

Ay =nxnx..xn=nk

Y
k vezes

HORA DE

PRATICAR!

(VUNESP/2019 Prefeitura de Cerquilho/SP) Na bilheteria de um teatro ha apenas 5 ingressos a venda para
: a secdo de uma peca. Se 4 amigos comprarem ingressos para essa se¢do, entdo o numero total de posicdes
: distintas em que esses amigos poderdo se acomodar no teatro é

 a) 120.

 b) 80.

c) 60.

d) 20.

e) 5.
Comentarios:

: Temos uma selecdo de 4 lugares, dentre 5 disponiveis, com importancia de ordem, pois cada lugar é distinto
: do outro. Assim, temos o arranjo de 4 elementos, dentre 5:

5! 5! :

Ay =———=—=5X%X4x3x%x2x1=120 :

AT (5 -4 1!

Gabarito: A.
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: 5 e que tenham trés algarismos distintos que podem ser formados é
a) 25.
: b) 20.
c) 15.
a0

(VUNESP/2018 — PM/SP) Utilizando-se os algarismos 2, 3, 5, 6, 7 e 9, a quantidade de nimeros multiplos de

{ Comentarios:

: Para que o nimero formado pelos 6 algarismos indicados no enunciado seja multiplo de 5, é necessario que :
: 0 algarismo 5 seja o ultimo algarismo. Assim, os diferentes nimeros que podem ser formados com 3 :
: algarismos correspondem a um arranjo de 2 elementos, dentre 5: :

5! 5% 4 x 3!

=(5_2)!= 3 =5x4=20

As,2

Gabarito: B.

: (CESPE 2019/COGE-CE) Em determinado 6rgdo, sete servidores foram designados para implantar novo :
: programa de atendimento ao publico. Um desses servidores sera o coordenador do programa, outro sera o
: subcoordenador, e os demais serdo agentes operacionais. :

: Nessa situacdo, a quantidade de maneiras distintas de distribuir esses sete servidores nessas func¢des € igual :
P a :

i a) 21.

' b) 42.

c) 256.

d) 862.

e) 5.040.
Comentarios:

: Nessa questdo, devemos definir o nimero de maneiras distintas de distribuir 7 servidores em funcbes
distintas: 1 serd coordenador, 1 serd subcoordenador e os demais serdo agentes. Note que, apds a definicao
: do coordenador e do subcoordenador, os que sobrarem serdo necessariamente agentes. Por isso, ndo
: precisamos nos preocupar com eles, apenas com o coordenador o subcoordenador. :

: Para a escolha do coordenador, ha 7 servidores, ou seja, 7 possibilidades:

7

: ApOs a escolha do coordenador, restarao 6 possibilidades para o subcoordenador:

7 | 6

: Como devemos escolher o coordenador E o subcoordenador, devemos multiplicar as possibilidades :
: (principio multiplicativo): ;

NUmero de Possibilidades =7 x 6 =42

robi 51 dJee Es
183

a ANATEL (Especialista em Regulagéo de Servigos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado

, www.estrategiaconcursos.com.br



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Alternativamente, poderiamos calcular o arranjo de 2 elementos, dentre 7:
7! 7X%x6x5!

A7,2

Gabarito: B

7!

(=20 5

5!

=7X6=42

: (CESPE 2020/TJ-PA) Em um sistema de acesso a uma rede de computadores, os usuarios devem cadastrar
: uma senha de 6 digitos, que deve ser formada da seguinte maneira:

: Nessa situacdo, a quantidade de senhas diferentes que podem ser formadas é igual a

: Nessa questao, temos os dois tipos de arranjo, com e sem reposicdo. Isso porque as letras devem ser distintas
: (ndo podem repetir) e os nUmeros podem ser repetir.

: Vamos representar a senha de 6 digitos por 6 espacos:

¢ 0s 2 primeiros digitos devem ser letras minusculas distintas, escolhidas entre as 26 letras do alfabeto;

¢ 0s demais 4 digitos da senha devem ser nimeros inteiros entre 0 e 9, admitindo-se repeticdo.

a) 3.674.
: b) 5.690.
c) 1.965.600.
 d) 3.276.000.
: ¢) 6.500.000.

Comentarios:

Os dois primeiros digitos admitem as 26 letras do alfabeto, sem repeticdo. Logo, temos 26 possibilidades
: para o primeiro espaco e 25 possibilidades para o segundo espago (uma vez que a letra escolhida para o :

i primeiro espaco nao pode se repetir):

26

25

Os demais 4 digitos admitem os 10 niumeros (de 0 a 9), podendo haver repeti¢do. Logo, ha 10 possibilidades
i para cada espago:

Como a senha é formada por todos os 6 digitos, entdo devemos multiplicar as possibilidades (principio

26

25

10

10

10

10

: multiplicativo):

NuUmero de Senhas Possiveis = 26 x 25 x 10 x 10 x 10 x 10 = 6.500.000

: Gabarito: E

v

ANATEL (Especialista em Regulagéo de Servigos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado

www.estrategiaconcursos.com.br

robi

52 jeeE:
183



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Combinacgao Simples

Assim como no caso do arranjo, a combinacdo é uma sele¢dao de elementos de um
conjunto finito. Entretanto, para a combinacdo, a ordem ndo importa.

Por exemplo, em um sorteio de participantes para um grupo de estudo, a ordem do
sorteio de cada participante é irrelevante.

Nessa situacdo, algumas possibilidades distintas identificadas no arranjo sdo equivalentes na combinacao.
Consequentemente, a combina¢do de determinados elementos resulta em um ndimero menor do que o
arranjo dos mesmos elementos.

Menor, quanto?

Bem, todas as possibilidades de sorteio das mesmas pessoas, em que elas apenas mudam de lugar, sdo
consideradas o mesmo resultado na combinagado. Logo, precisamos dividir as possibilidades do arranjo pelo
numero de possibilidades em que os elementos selecionados trocam de posigao, isto é, pela permutagao

dos elementos selecionados!

No caso de um sorteio de 3 pessoas, dividimos o nimero de possibilidades do arranjo por P3:

c _Agz 6
637 p, T (6-13)!3!

De maneira geral, a combinagao sem reposicao de k elementos, de um total de n
elementos, é dada por:

_ An,k _ n!
TP T (n=k)k!

~ e~ ok n
Outras notagGes comuns para a combinagdo sdo C;; ou )

HORA DI

PRATICAR!

(FGV/2019 Pref. Angra dos Reis/RJ) Maria possui em casa quatro tipos de frutas: banana, mamao, abacate
e manga. Ela decidiu fazer uma vitamina com duas dessas frutas, batendo-as juntas com leite no
: liquidificador. O nimero de vitaminas diferentes que Maria podera fazer é
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a) 3.

 bya

c) 5.

d)6.

e) 12.
Comentarios:

: O numero de vitaminas diferentes corresponde ao nimero de maneiras diferentes de Maria escolher 2, das :
: 4 frutas, sem que a ordem importe, logo, temos uma combinacdo de 2 elementos, dentre 4: :

o 4! 4 4x3x2l 4x3
Y2T (4 —2)Ix21 21x2° 21x2 2

Gabarito: D

: (FGV/2022 — PC-RJ) Do grupo dos 6 novos policiais de uma delegacia, 2 deles serdo escolhidos para um
: treinamento especial. O numero de pares diferentes de policiais que podem ser enviados para o treinamento
: especial é: :

a) 10
' b) 12.
c) 15.
 d) 16.
e) 18.
Comentarios:

: O numero de pares de policiais que podem ser escolhidos, dentre 6, corresponde ao nimero de maneiras de :
: escolher 2 elementos, dentre 6. Como a ordem dos escolhidos ndo importa, temos a combinac¢do de 2 :
i elementos dentre 6: :

n!
C""’:(n—p)!Xp!
C., = 6! =6><5><4!=6X5=15
2T 6-2)x2  4lx2 2

Gabarito: C

: (CESPE 2018/BNB) Julgue o proximo item, relativo a andlise combinatéria e probabilidade.

: Se 9 cidades forem interligadas por rodovias, de forma que entre quaisquer duas dessas cidades haja apenas :
: uma rodovia interligando-as e essa rodovia ndo passe por nenhuma outra cidade, entdo essa malha viaria
: sera composta de 72 rodovias.

: Comentarios:

: Ailustracdo a seguir representa as 9 cidades e 1 das rodovias possiveis.
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Considerando que ha exatamente 1 rodovia entre cada 2 cidades, entdo o nimero de rodovias é igual ao

] (@

Cidade 3 Cidade 6 Cidade 9

numero de maneiras de selecionar 2 cidades, sem importancia de ordem.

: Sabendo que ha 9 cidades, o nimero de maneiras de escolher 2 cidades é:

[
1

C.. = 9! _ 9! _9><8><7!_9><8
927 (9 =2)Ix2! 7'x2 7Ix2l 2

Gabarito: Errado.

(]

E comum que a questdo imponha restri¢des a sele¢do, da forma “pelo menos um”.

Por exemplo, suponha um conjunto de 5 mulheres e de 4 homens. Quantos grupos distintos
de 3 pessoas podem ser formados com pelo menos uma mulher?

Vocé pode resolver esse tipo de questdo calculando todas as possibilidades de grupos,
desconsiderando-se a restricdo imposta, e, em seguida, subtrair o numero de
possibilidades que ndo atendem a restricao.

Para o nosso exemplo, o nimero de maneiras possiveis de selecionar 3 pessoas, de um
total de 4 + 5 = 9 pessoas, no total, é:

9! 9X8X7X6! 9x8X%7
’ (9-3)!x3! 6!x3! 3x2x1

=3X4x7 =284
Dentre essas possibilidades, nao servem aquelas em que apenas homens sdo selecionados.
A quantidade de maneiras possiveis de selecionar 3 homens, dentre 4, é:

4! 4x3!
’ (4-3)!x3! 1!x3!

Logo, o numero de maneiras de formar grupos de 3 pessoas com pelo menos 1 mulher é:

84-4=80
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Casos Particulares de Combinacao

Nessa secdo, veremos alguns casos particulares da combinac¢do simples. Vocé nao precisa decora-los, mas
conhecé-los pode ajudar a resolver alguns problemas com mais rapidez.

i) Combinacdo de n elementos em n elementos (C,, ,,).

De guantas formas é possivel selecionar 5 jogadores dentre 5 jogadores? Sé uma, certo? Selecionando todos
os jogadores! De todo modo, vamos as contas:

n! n! n!
C = = = = 1
"o(n-n)inl (0)In! 1xnl
C.n=1
i) Combinacdo de 0 elemento em 1 elementos (C,, ).

De quantas formas é possivel selecionar 0 jogador dentre 5? S6 uma também, certo? Nao selecionando
jogador algum! Vejamos como ficam as contas:

n! n!
C = = =1
™0 T (n—0)10! T n!x1
Cn,O = 1
iiii) Combinagdo de 1 elemento em n elementos (C,, ;).

Considerando 5 jogadores (A, B, C, D, E), quantas sdo as possibilidades de selecionar 1 jogador? 5, certo?
Podemos selecionar A, ou B, ou C, ou D ou E:

C. = n! _n
TG D 1 "
Cn'l—n

iv) Combinagdo de n — 1 elementos em n elementos (C,,,,_1).

Considerando os 5 jogadores (A, B, C, D, E), quantas sdo as possibilidades de selecionar 4 jogadores?
Podemos responder a essa pergunta, pensando em quem fica de fora em cada selecao.
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Ou seja, podemos selecionar todos exceto A; ou todos exceto B; ou todos exceto C; ou todos exceto D; ou
todos exceto E. Assim, temos 5 possibilidades!

c _ n! _ n n_
T L =D (n—1)! [m-n+1]! 1
Cn,n—l =n
v) A combinagdo de k elementos em n é igual a combinacdode n — kemn (C, ;, = C,,,,—j)-

No item anterior, construimos o raciocinio de que selecionar 4 jogadores dentre 5 é o mesmo que deixar 1
jogador. Além disso, o numero de maneiras de deixar 1 jogador é o mesmo de selecionar 1 jogador.

Em outras palavras, de um total de 5 jogadores, o nimero de maneiras de selecionar 4 jogadores é o mesmo
de selecionar 1 jogador.

Em geral, de um total de n elementos, selecionar k elementos é o mesmo que selecionar n — k elementos:

n!
Cnk = i TRl

n! n! n!

[n—(n—kj]!(n—k)!z[n—n+k]!(n—k)!=k!(n—k)!

Cn,n—k

Cn,k = Cn,n—k

& o535
3 -

Vamos a mais um “facilitador de contas”:

O somatadrio de todas as combinagdes possiveis de n elementos é 2"
Cn,O + Cn,l + Cn,Z + -4+ Cn,n—l + Cn‘n = Zn
Ou seja, o somatorio de todas as possibilidades de combinacdes distintas de um total de n

elementos, ou seja, a combinacdo com 0 elemento, as combinacdes com 1 elemento,
combinacdes com 2 elementos, etc., até a combinagdo com n elementos, é igual a 2™.
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Essa propriedade que acabamos de ver é um dos teoremas associados ao chamado
Tridngulo de Pascal, que pode ser representado da seguinte forma:

Coo 1

Ci0 Cig o 11

Coo C21 Ca2 121

C30 C31 G5, C33 133 1

C-w C-m C4.2 C4.3 C-i-.-t 14 6 4 1
Cs0 Cs1 Cs2 Cs3 Cs4 Csys 15101051

O Triangulo de Pascal é formado por combinagdes C,, ;, sendo n o numero da linha e k o
nimero da coluna, iniciando-se pela linha e coluna zero.

Os numeros Cp, , podem ser chamados Numeros Binomiais ou Coeficientes Binomiais.

Para construir o Triangulo, somamos 2 elementos consecutivos (colunas k e k + 1) de uma
mesma linha (n), para obter o elemento da linha abaixo (n + 1) na coluna k + 1:

1

+¢ 1

1
1
1
1
1 1051

24
343 1
4 6+
510

Essa propriedade é chamada de Relagdo de Stifel e corresponde ao seguinte:

Cn,k + Cn,k+1 = Cn+1,k+1

Além disso, a soma dos elementos de uma coluna (k), desde o seu inicio (linha k) até
alguma linha k + n, é igual ao elemento da linha seguinte (k + n + 1) e coluna seguinte
(k + 1), conforme ilustrado abaixo para a coluna 1:

1

w e
- e

e
s W N =
=g

o

=

=)

[

—

Essa propriedade é chamada de Teorema das Colunas e pode ser descrita como:

Ci + Crsrk + Crazie + o+ Cosnge = Crant1,k+1

A propriedade que vimos antes (C,o+C,; +C,,+ -+ C,,, =2") é chamada de
Teorema das Linhas, pois €, + C,,; + C,,, + -+ C,,,, é a soma de todos os elementos
de uma linha n.
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% S L ESPENCA NA
e VAL

‘e

Uma forma alternativa de apresentar o tridngulo de Pascal é por meio de uma tabela, em
gue a primeira linha e a primeira coluna sdo formadas por 1 e os demais elementos
correspondem a soma do valor acima com o valor a esquerda:

111 1]1
1123 4a]s

1| 3| 6]10] 15
1] 4]10]2]35
1|5 | 15935 70

Observe que as linhas dessa tabela correspondem as colunas do tridngulo de Pascal, a
partir do numero 1. Sabendo que as colunas do triangulo iniciam sempre uma linha depois
da anterior, entdo, ao longo de uma mesma linha da tabela, hd um aumento tanto no valor
de n quanto no valor de k da combinagao:

Assim, o elemento da linha i e coluna j representa a combinacdo Cy, y, sendon =i +j — 2
e k = j — 1. Essas subtragdes decorrem do fato de a tabela comegarcomn =0e k = 0.

HORA D

PRATICAR!

(2019 Prefeitura de Colombia/SP) Em uma pequena escola de musica os estudantes sdo especializados em
: instrumentos conforme tabela a seguir:

Instrumentos Numero de estudantes
Guitarra 6
Contrabaixo 2
Bateria 4
Teclado 3
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: O ndmero de bandas diferentes gue poderdo ser formadas com os estudantes desta escola de musica com a
: seguinte constitui¢do: 2 guitarristas, 1 contrabaixista, 1 baterista e 1 tecladista estd compreendido entre:

i a) 1e 300

 b) 301 e 400

c) 401 e 600

d) 601 e 800

Comentarios:

Para selecionar 2 guitarristas, dentre 6, temos:

o 6l 6x5
e =t YT oo 2z TP

Para as demais combinacdes, basta conhecer o caso especial €, ; = n.
Para selecionar 1 contrabaixista, temos n = 2: (; ; = 2.

Para selecionar 1 baterista, temosn=4: Cy; = 4.

: Para selecionar 1 tecladista, temos n =3: C3; = 3.

: Como a banda terd todos esses instrumentistas, pelo principio multiplicativo, devemos multiplicar todas
: essas possibilidades: ;

Cguitarristas X Ccontrabaixistas X Chateristas X Ctecladistas

15x2x4x3 =360
: Gabarito: B

(CESPE 2018/PF) Para cumprimento de um mandado de busca e apreensio serdo designados um delegado,
i 3 agentes (para a segurancga da equipe na operagdo) e um escrivdo. O efetivo do érgdo que fara a operagdo :
conta com 4 delegados, entre eles o delegado Fonseca; 12 agentes, entre eles o agente Paulo; e 6 escrivaes,
: entre eles o escrivdo Estévdo. :

: Em relagdo a essa situagdo hipotética, julgue o item a seguir.

: Considerando todo o efetivo do érgdo responsavel pela operagdo, ha mais de 5.000 maneiras distintas de se :
: formar uma equipe para dar cumprimento ao mandado.

Comentarios: :
A questdo pede o nimero de maneiras de escolher 1 delegado (dentre 4), 3 agentes (dentre 12) e 1 escrivdo
: (dentre 6):

: - O nimero de formas de escolher 1 delegado, dentre 4, € igual a 4 — caso especial C; ; = 4;

- O numero de formas de escolher 3 agentes, dentre 12, é igual a:

A 12! _12x11x10x 9! 12x 11 %10
1237 (12 = 3)1 x 31 9! x 3!  3x2

=2x11x10 =220

: - O nimero de formas de escolher 1 escrivdo, dentre 6, é igual a 6 — caso especial C5; = 6.

.-'""f
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Para formar toda a equipe, multiplicamos esses resultados (principio multiplicativo):
Numero de possibilidades =4 x 220 x 6 = 5280
: Logo, ha mais de 5.000 maneiras de formar a equipe.

: Gabarito: Certo.

: (FCC/2018 — Analista Judicidrio do TRT 152 Regido) Dez pastas diferentes devem ser guardadas em duas !
: caixas diferentes. Se a Unica regra é que cada uma das caixas contenha pelo menos uma pasta, entdo a :
: quantidade de maneiras distintas como se pode guardar essas pastas nas caixas & :

a) 510

' b) 1.022

c) 126.

d) 2.048

e) 256
Comentarios:

: Como a ordem dentro das caixas ndo importa, utilizaremos combinac¢do. Além disso, é importante notar que :
: ao selecionarmos as pastas para uma das caixas, teremos definido as pastas que serdo guardadas na outra :
caixa. Por isso, podemos pensar na combinacdo para uma das caixas apenas. :

: Assim, podemos selecionar 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8 ou 9 pastas para a primeira caixa. Ndo podemos selecionar 10 :
i pastas porque ndo sobraria pastas para a segunda caixa, o que ndo é permitido (cada caixa deve conter pelo :
menos 1 pasta). Pelo mesmo motivo, ndo podemos selecionar O pasta para a primeira caixa. :

: Devemos, portanto, calcular as possibilidades de combinagdo Cio,1, C10,2, C103, C10,4, C1055, C10,6, C10,7, C10,8 € :
i C10,9. Esses eventos sdao mutuamente exclusivos (selecionamos 1 OU 20U 3 OU ... OU 9 pastas para a primeira
caixa). Portanto, as possibilidades desses eventos devem ser somadas (principio aditivo). :

: Para facilitar as contas, utilizaremos a propriedade de combinagao que vimos:
Cn,O + Cn,l + Cn'z + -+ Cn,n—l + Cn’n = Zn
Cro,0 + Cio1 + Cro2 + Cio3 + Cio4 + Cios + Cio6 + Cio7 + Ciog + Cio9 + Ci0,10 = 2'°

Porém, ndo é exatamente essa soma que estamos buscando, pois ndo temos nem Cj o nem Cyg 19. Por isso, :
: devemos subtrair os valores dessas combinagdes do resultado:

Ci01 + Cro2 + Cio3 + Cro4 + Cio5 + Cio6 + Ci0,7 + Crog + Cro9 = 2™ — C190 — Ci010
: Sabemos, ainda, que C,, o = 1, logo, Cy99 = 1; e Cy, = 1, l0go, C1g10 = 1:
C10'1 + C10'2 + C10‘3 + C10,4_ + C10,5 + C10,6 + C10'7 + C10,8 + C10,9 = 1024 - 1 - 1 = 1022

Gabarito: B

s
1
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Combinagao Completa

Os problemas de combinacdo completa (ou combinag¢do com repeticdo) envolvem um conjunto de n tipos
de elementos diferentes, dos quais serdo escolhidos k elementos iguais ou diferentes. Também podemos
pensar que serd selecionado um nimero k de objetos, iguais ou diferentes, dentre n tipos diferentes.

Por exemplo, escolher k = 3 potes de sorvete havendo um total de n = 5 marcas distintas (os potes podem
ser de uma mesma marca ou de marcas distintas).

Observe que essa situacdo é diferente da escolha de 3 potes de sorvete dentre 5 potes, o que seria a
combinacdo simples de 3 elementos, dentre 5 (Cs;3 = 10). Essa também seria a combinacdo para escolher 3
marcas dentre 5 marcas.

Porém, no nosso exemplo atual, temos que escolher 3 potes dentre 5 marcas. O nimero de possibilidades é
muito maior do que a combinagdo simples de 3 dentre 5 elementos.

Para calcular todas as possibilidades, vamos imaginar que cada marca de sorvete esteja em uma seg¢ao
separada do congelador:

marca A marca B marca C marca D marca E

Podemos escolher, por exemplo, 3 potes da marca A.

marca A marca B marca C marca D marca E

Ou 2 potes da marca B e 1 da marca C:

marca A marca B marca C marca D marca E

Ou, ainda, 1 da marca A, outro da D e outro da E:

marca A marca B marca C marca D marca E
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Repare que podemos considerar esse problema como a permutagao dos objetos (potes de sorvetes) e das
divisorias que separam as diferentes marcas.

Nesse caso, temos 3 potes de sorvete e 4 divisdrias — o nimero de divisérias é sempre o nUmero de marcas
menos 1. Assim, temos a permutacdo de 7 elementos, sendo 3 potes e 4 divisérias (elementos repetidos).

Portanto, a combinagao completa de 3 objetos de 5 marcas, indicada por CRg’, é igual a permutacgao de 7
elementos, com repeticdo de 3 e 4 elementos:

7! _7><6><5_35
T 3Ix4!  3x2

CRE = p*

De maneira geral, a combinagdo de p objetos de n tipos (ou marcas), equivale a
permutagao de n — 1 divisorias com p objetos, ou seja, a permutagao de n—1+p
elementos, com repeticdo de n — 1 e p elementos:

p_ pn-lp _ (Z1+p)!
CR, = Pn—1+p T (n-1)!xp!

Também devemos utilizar a combinagdo completa em problemas de distribuicdo de objetos entre pessoas
(ou lugares). Por exemplo, a distribuicdo de 3 cestas basicas para 5 familias segue o mesmo raciocinio.

&®

ESCLARECENDO!

A combinag¢ao completa de p objetos de n tipos também equivale a combinagao simples
de p elementos, dentre n — 1 + p elementos disponiveis:

(n—1+p)!
CR, =——=

T (n-1)ixp! _ “n-1+pp

No nosso exemplo, a combinacdo completa de p = 3 potes de sorvete, havendo um total
de n = 5 marcas distintas, corresponde a combinacdo de 3 elementos, dentre 5-1+3 =8

elementos no total.
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HORA DE

PRATICAR!

(FGV/2018 ALE-RO) Helena entra em uma sorveteria que oferece sorvetes de 8 sabores diferentes. Helena :
deseja escolher uma casquinha com duas bolas de sorvete ndao necessariamente de sabores diferentes. A
: ordem em que as bolas forem colocadas na casquinha n3o fara a escolha de Helena ser diferente.

: O numero de maneiras de Helena escolher sua casquinha é
a) 64.

b) 56.

c) 36.

) 28.

e) 16.

Comentarios:

: Nessa questdo, temos um exemplo de combinagdo com reposi¢cdo (ou combina¢do completa). Trata-se de
: uma combinac¢do porque a ordem nao importa, como a questdo informa. E ha reposicdo pelo fato de Helena
: poder escolher sabores ndo necessariamente diferentes. A férmula da combinacdo completa é:

CR = (n—1+p)!

(n— D! xpl

Sabendo que ha 8 sabores disponiveis (n = 8) e que Helena ird escolher 2 bolas de sorvete (p = 2):

' cra— BF2-DL_ 9L 9x8x71_9x8_
(8—1)'><2' 7! x 2! 70X 2 2

Gabarito: C

(2019 — Conselho Regional de Medicina/AC) O pai de 3 filhos, com idades diferentes, distribuiu 9 balas
idénticas entre eles, de forma que o mais velho recebeu o dobro de balas do cacula e o filho do meio recebeu
i mais balas que o cagula e menos balas que o mais velho. O filho cagula recebeu X balas e o filho do meio :
: recebeu Y balas.

: Com base nessa situagdo hipotética, julgue o item a seguir.

: Se alguém deseja distribuir 9 balas idénticas entre 3 pessoas, sem qualquer critério de distribuicdo, com cada
: uma delas recebendo pelo menos uma bala, entdo existem 28 maneiras de se fazer a distribuicdo.

{ Comentarios:

: Esse também é um caso de combinagdo completa, em que as balas correspondem aos objetos e as pessoas
: correspondem as secoes.

: Porém, o problema apontou para uma restricdo: todas as pessoas receberdo pelo menos uma bala.

Apods distribuir uma bala por pessoa, totalizando 3 balas, sobrardo 9 — 3 = 6 balas a serem distribuidas, sem
: critério, para as 3 pessoas. :
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Portanto, temos a combinacdo completa de k = 6 objetos para n = 3 pessoas, ou seja, n — 1 = 2 divisérias:

p _ pn—-1p _ (n_1+p)!
CFn = Foorio = a =D x pl

8! 8x7
6 — p2,6 _ _ _
CR3 = Fg T 2lx6l 2 =28

Gabarito: Certo

(CESPE 2018/SEFAZ-RS) Se 7 kg de feijdo forem distribuidos para até quatro familias, de modo que cada uma
delas receba um numero inteiro de quilos, entdo, nesse caso, a quantidade de maneiras distintas de se

: distribuirem esses 7 kg de feijdo para essas familias sera igual a
a) 30.

b) 120.

c) 330.

d) 820.

e) 1.320.

{ Comentarios:

: Podemos representar os quilos de feijdo como [ e as 4 familias como sec¢des separadas por uma barra:

Familia 1 Familia 2 Familia 3 Familia 4
: Podemos distribuir os 7 quilos de feijdo da seguinte forma, por exemplo:
Familia 1 Familia 2 Familia 3 Familia 4

O enunciado permite que alguma(s) familia(s) fique sem quilos de feijdo porque menciona que a distribuicdo :

serd para “até” 4 familias. Assim, ha 7 quilos de feijao (p = 7) a serem distribuidos livremente para 4 familias

i (n=4).

: Essa distribuicdo pode ser vista como a permutacdo dos 7 e das 3 barras que separam as familias, isto &, :

: uma permutagdo de 10 elementos, com repeticdo de 7 e de 3 elementos:

10! _10x9x8><7!_10><9><8

7 _ p37 _
CR4_P1°_3!><7!_ 31 x 7! T 3x2

Gabarito: B.

(FGV/2021 — Pref. Paulinia) Eva tem 9 macas indistinguiveis e deseja distribui-las a 3 amigos de forma que
: cada um deles fique com, ao menos, 2 magds. O nimero de maneiras distintas de Eva distribuir as magds é

i a) 12
i b) 10
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c)9
Py
e)6
Comentarios:

: Essa questdo trabalha com combinacdo completa, em que precisamos distribuir 9 macgas para 3 amigos. :
Primeiro, distribuimos as macds obrigatdrias, quais sejam, 2 para cada amigo. Apds a distribuicdo das 6 :
: magds, restardo 3 a serem distribuidas livremente.

: Afigura a seguir ilustra uma forma de distribuir as 3 magas:

Amigo 1 Amigo 2 Amigo 3

A combinagdo completa, entre n = 3 amigos e p = 3 objetos, pode ser vista como a permutagdo dos 3 :
objetos e das 2 barras que separam os amigos, que corresponde a permutacao de 5 elementos no total, com

repeticao de 3 e de 2 elementos:

51 5x4x3l
T 3Ix2 T 3Ix2

CR} = P>* =5x2=10

Gabarito: B

NUmero de Solugdes Inteiras de Equagdes

Os problemas de combinacao completa, que acabamos de ver, podem ser analisados de outra perspectiva.
Vamos considerar o mesmo exemplo da compra de 3 potes de sorvete, dentre 5 marcas distintas.

Podemos representa-lo por uma equagao, em que x, representa a quantidade de potes de sorvete
adquiridos da marca A; xz representa a quantidade de potes de sorvete da marca B; x., a quantidade de

potes da marca C; xp, a quantidade de potes da marca D; e xi, a quantidade de potes da marca E.

Sabendo que o total de potes de sorvete adquiridos é igual a 3, entdo a soma dos potes adquiridos de todas
as marcas é igual a 3:

XA+xB+xC+xD +xE =3
Como os valores de x representam as quantidades de potes adquiridos de cada uma das 5 marcas, de modo
gue o total de potes seja igual a 3, o nimero de maneiras de escolher os 3 potes de sorvete corresponde ao

numero de maneiras de encontrar os valores de x que resolvem essa equagao.

Ou seja, o problema de combinagdao completa, que vimos antes, corresponde ao nimero de solugdes
possiveis para essa equacao.
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Afinal, podemos representar os diferentes x; por espagos entre os simbolos de+e os valores que eles
assumem por , de forma que o total seja igual a 3. Um exemplo dessa representagao é:

| J \ J \ J |
l Y / Y Y Y Y

X4 Xp Xc XD Xg

Aqui, temos x4 = 1,x5 = 2,xc =0, xp =0, xg = 0. Outra opgdo seria:

XA XB Xc Xp Xg
Nesse exemplo, temos x4 = 0,x5 = 0,x =0, xp = 0exy = 3.

Ou seja, o numero de maneiras de encontrar os possiveis valores de x, isto é, o nimero de solugdes possiveis
para a equacao, corresponde a uma permutacdo de p = 3.com n—1=4simbolos de

7!

43 _
CRS =P, VTRV

Em outras palavras, a combina¢dao completa CRE também indica o numero de solu¢des possiveis para a
equagao x, + xg + xc + xp + xg = 3.

De modo geral, o nimero de solugdes possiveis para a equagdo xq + xp + -+ x,, = p é:

-1,
CR, =P, 7

n—-1+p

O resultado da equagdo corresponde ao numero de objetos: p

O numero de variaveis corresponde ao niumero de seces: n

Mais precisamente, a combinagdo completa CR! indica o nimero de solugdes inteiras e n3o-negativas
possiveis para a referida equacao.
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&

ESCLARECENDO!

Por que somente solugdes inteiras e ndo-negativas?

Se pudéssemos escolher nimeros negativos, poderiamos sempre diminuir uma unidade
de uma varidvel e aumentar uma unidade de outra para manter a soma constante (no
nosso exemplo, igual a 3). Ou seja, poderiamos ter x, = 4 e xg = —1 (e as demais varidveis
nulas), x, =5exg = —2,x, = 6 e xg = —3, etc. O numero de solugdes seria infinita!

O mesmo vale para numeros decimais. Ha infinitos nimeros decimais entre quaisquer
numeros inteiros. Por exemplo, entre 2 e 3, ha 2,1; 2,11; 2,111; 2,1111;... Portanto, se as
incognitas pudessem assumir quaisquer valores reais, sempre poderiamos aumentar uma
incognita um “pouquinho” e diminuir outra esse mesmo “pouquinho” e manter a soma
constante.

Portanto, somente o conjunto das solugdes inteiras e ndao-negativas da equagdo é um
conjunto finito.

()

FIQUE

ATENTO!

Como vimos, a principio, sdo permitidas solu¢des nulas para algumas incégnitas.

Caso o problema traga alguma situacdo especial diferente dessa, como exigir que as

solugGes sejam positivas (ou seja, nao permitir solu¢des nulas), precisamos fazer as

adaptagdes necessarias.

Por exemplo, considere a seguinte equacao, em que os valores de x precisam ser positivos:
X4 +xg+xc+xp =6,comx >0

Nesse caso, precisamos primeiro distribuir 1 unidade para cada x.

Assim, sobrardo 6 — 4 = 2 unidades a serem livremente distribuidas, o que pode ser
representado pela seguinte equacdo (em que x pode assumir valores nulos):

Xq+xg +xc+xp=2,comx =0

Sabemos que o numero de solucdes possiveis para essa equacao é:

32 5!
CR; =P~ =
4 5 3Ix2!
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HORA DE

PRATICAR!

(CESPE/2011 SEDUC/AM) A equagdo x1 + X2 + x3 = 18 possui mais de 200 solugdes inteiras e ndo negatlvas
: Comentarios:

: O numero de solugdes inteiras e ndo-negativas para essa equacdo é o numero de combinages completas :
: com p = 18 objetos em n = 3 se¢des, ou seja: :

-1,
CRﬁ = Pr?—1+z;)
200 20 %19
CR3® = Py’ = s =——>— =190

O resultado (190) é inferior a 200.
: Gabarito: Errado.

: (2015 - Prefeitura de Mangaratiba/RJ) Considerando o conjunto universo dos nimeros inteiros ndo !
: negativos, podemos afirmar que a equagdox +y+z-5=0: :

: a) possui uma unica solugdo.

: b) possui infinitas solugGes.

: ¢) possui 21 solugdes.

: d) possui 35 solugdes.

: e) possui 42 solugbes.

: Comentarios:

: Primeiro fazemos o seguinte ajuste na equagdo:
X+y+z=5

: O numero de solugdes inteiras e ndo-negativas para essa equacdo é o numero de combina¢des completas :
com p =5 objetos em n = 3 se¢des, ou seja:

-1,
CR}, = Pr:l—1+€)
71 7x6
2,5 _ _ _
CR3 =F; ~ 2151 2

Gaba rito: C.
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PARTICOES

O conceito de particdo em matematica é bastante similar ao que utilizamos no dia a dia. Se vamos partir uma
pizza, iremos dividi-la em algumas fatias (ndo necessariamente iguais). Seja qual for o nimero ou tamanho
das fatias, se juntarmos todas elas (antes de comé-las, é claro!), teremos a pizza completa.

Com a particdo em matematica, temos uma situacdo muito semelhante. A pizza inteira corresponderia a um
conjunto de elementos, que seria particionado (fatiado) em alguma quantidade de subconjuntos (fatias), que
podem ser ou ndo iguais.

Por exemplo, podemos particionar um grupo de 9 trabalhadores em 3 grupos (um com 5 trabalhadores,
outro com 2 trabalhadores e outro com 1). Atente-se que a soma dos trabalhadores de todos os grupos
equivale ao total de trabalhadores.

O fato de a soma dos elementos nos grupos ser equivalente ao total de elementos é a caracteristica que
diferencia as parti¢6es dos problemas de combinagdo.

Em outras palavras, é possivel resolver problemas de particio com as técnicas de combinagdao. Porém,
conhecer o calculo especifico para a particdo é importante, tanto para acelerar a resolucdao do problema
guanto para reduzir as chances de erros.

Ha dois tipos de particdo: a particdo ordenada e a particdo ndo-ordenada. Na particdo ordenada, os grupos
sdo diferentes. Por exemplo, ha um grupo dos coordenadores, outro dos supervisores e outro dos
trabalhadores de uma linha de montagem. Assim, participar do primeiro grupo é diferente de participar do
segundo ou do terceiro, ou seja, a ordem entre os grupos importa.

Na particdo nao-ordenada, os grupos sdo iguais. Por exemplo, as equipes formadas terdo que fazer um
mesmo trabalho. Assim, se um mesmo grupo de pessoas é selecionado entes ou depois, ndo havera
diferenca. Portanto, a ordem entre os grupos ndao importa.

Particao Ordenada

A particdo ordenada representa a separacao de um conjunto de elementos em subconjuntos distintos entre
si, de modo que a soma dos elementos dos subconjuntos seja equivalente ao total de elementos do conjunto
original.

Por exemplo, podemos particionar um conjunto de 10 profissionais entre os subconjuntos de 1 gerente, 2
coordenadores, e 7 trabalhadores de linha de frente. Como os subconjuntos sao distintos, ser chamado para
o primeiro grupo é diferente de ser chamado para o segundo, terceiro ou quarto grupos. Nesse caso, temos
uma particdo ordenada, em que a ordem dos subconjuntos importa.

Atencdo! Dentro de um mesmo subconjunto, a ordem dos participantes ndo importa. O que importa é a
ordem entre os subconjuntos.
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Vamos resolver esse exemplo com as técnicas de combinacdo que conhecemos. Podemos comecar
calculando as possibilidades de se escolher o Unico gerente (k = 1, n = 10). Esse é um caso especial de
combinagdo €, ; = n:

C10,1 = 10

Agora, escolhemos k = 2 coordenadores, dentre as n = 9 opgbes que restaram apods a escolha do gerente:

n!
ek = i =Tk

90  9x8

Cop =7 =5 =36

Por fim, temos uma Unica opgao para escolher k = 7 trabalhadores, dentre as n = 7 op¢les que restaram
(outro caso especial C;, , = 1).

Pelo principio multiplicativo, temos 10 x 36 x 1 = 360 possibilidades de formar esses trés subconjuntos. O
resultado seria o mesmo se comec¢assemos por qualquer outro subconjunto.

Alternativamente, esse problema poderia ser resolvido com a seguinte formula de partigao:

=10x9x4 =360

10y _ 100  10x9x8x7! 10x9Xx8
Qﬂi)_uzwf‘ 2% 7! N 2

Bem mais simples, certo?

INDIC MAIS

FUNDO!

i

»

Por que esses resultados sdo iguais? Vamos entender essa “coincidéncia”!

Para a escolha de k = 1 gerente, dentre todas as n = 10 opgdes, temos:

10!
C = —
101 ™ (10-1)11!

Para a escolha de k = 2 coordenadores, dentre as n = 10 — 1 op¢des que sobraram apods a
escolha do gerente, temos:

(10-1)!

Cigm1p = —"——
10-12 ™ (19-1-2)12!
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Para a escolha de k = 7 trabalhadores, dentre as n = 10 — 1 — 2 opgdes que sobraram apds
a escolha do gerente e dos coordenadores, temos:

(10-1-2)!

Cro-1-27 = (10-1-2-7)!7!

Agora, precisamos multiplicar todos esses resultados:

C101 X C1o-12 X C10-1-27

10! (10-1)! (10-1-2)!
T o@o-1m! T (10-1-2)12! T (10-1-2-7)!7!

(10-1)! . (10-1-2)!
(10-1)! e também (10-1-2)!"

Nessa expressdo, podemos simplificar

_ 10! Wx (10=1-2)1
_WW (10-1-2-7)!7!

Além disso, (10 — 1 — 2 — 7)! = 0! = 1. Portanto, conforme vimos antes, temos:

10!
12171

Em geral, uma particdo ordenada de n elementos no total, em m subconjuntos com
P1,P2, -, Pm €lementos cada, temos:

( n ) n!
P1,P2) - Pm - pP1!p2!..Pm!

HORA D

PRATICAR!

: (CESPE/2011 — STF) O colegiado do Supremo Tribunal Federal (STF) é composto por 11 ministros, :
responsaveis por decisdes que repercutem em toda a sociedade brasileira. No julgamento de determinados
processos, 0s ministros votam pela absolvi¢cao ou pela condenagdo dos réus de forma independente uns dos
outros. A partir dessas informacgGes e considerando que, em determinado julgamento, a probabilidade de
qualquer um dos ministros decidir pela condenacdo ou pela absolvi¢cdo do réu seja a mesma, julgue o item
: seguinte.

: Se, no julgamento de determinado réu, 8 ministros votarem pela absolvicdo e 3 ministros votarem pela
: condenacdo, a quantidade de maneiras distintas de se atribuir os votos aos diferentes ministros sera inferior

al70.

Comentarios:

(]

y
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Temos uma particao de 11 elementos em dois subconjuntos com 8 e 3 elementos:

( n ) _ n!
P1 P2 Pm/ iyl P!

=11x5%x3 =165

(n)_-u!_11x10x9x&_41x10x9
83/ 81317 8'x3x2  3x2

Como 165 é menor do que 170, portanto o item esta certo.

Gabarito: Certo

(FCC/2015 — Julgador Administrativo Tributario da SEFAZ/PE) A tabela a seguir mostra a pontuacdo obtida
pelas cinco empresas que participaram da concorréncia publica para a construgdo das dez esta¢cdes de uma

linha de metro.

Empresa | Pontuacio
| 500
1 300
1l 200
v 120
v 80

: De acordo com as regras do edital da concorréncia, somente as empresas com mais de 150 pontos seriam
: consideradas aprovadas.

: Além disso, o edital determinava que as dez estacBes seriam distribuidas entre as empresas aprovadas
: proporcionalmente ao nimero de pontos que cada uma delas obteve.

: Sabendo que as dez estag¢des sdo iguais, o nimero de maneiras diferentes de distribui-las entre as empresas :
: aprovadas, de acordo com as regras do edital, é igual a

é a) 3780.
' b) 2520,
c) 7560.
| d) 1260.
é e) 5040.
Comentarios:

: Pela regra da pontuag¢do minima, apenas as empresas |, Il e Ill s3o aprovadas. As 10 estacdes serdo divididas
i entre elas proporcionalmente ao nimero de pontos.

Podemos chamar de x a quantidade de estacdes por ponto, que é constante para todas as empresas. Assim,
: temos:

500x + 300x + 200x = 10
1000x = 10
x =1/100
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Portanto, cada empresa ird receber 1/100 estagdo por ponto:
1) A empresa | ird receber: 500 x 1/100 = 5
1) A empresa |l ird receber 300 x 1/100 = 3
1) A empresa Il ird receber 200 x 1/100 = 2

: Agora, vamos calcular o nimero de possibilidades de distribuicdo. Podemos calcular as combinac¢des para
: cada empresa e, em seguida, multiplicar os resultados, tendo em vista o principio multiplicativo.

: Porém, a solugdo serda muito mais rapida se considerarmos que as 10 estacGes serdo particionadas entre as
: 3 empresas (ndo sobrard nenhuma estacdo), comn=10,p1=5,p2=3 e ps=2.

n!
(Pppz»n--wpm) - P12l Dm!
(10) 10! 10X9X8X7X6

53,2/ T 513121 3x2x2 = 10x9x4x7 = 2520

Gabarito: B

Particdo Nao-Ordenada

A particdo ndo-ordenada representa a separagdao de um conjunto de elementos em subconjuntos
equivalentes entre si. Por exemplo, podemos particionar um conjunto de 6 profissionais em 3 duplas, que
deverdo realizar um mesmo trabalho.

Como os subconjuntos sdo equivalentes, se uma mesma dupla é chamada primeiro ou depois, a situacao
sera a mesma. Ou seja, a ordem entre os subconjuntos nao importa.

Repare que a ordem dentro do subconjunto ndao importa, como também ndo importava para a particdo
ordenada. A diferenca é que, na particdo ndo-ordenada, a ordem entre os subconjuntos também nao
importa.

Se esse exemplo de 3 duplas de profissionais, dentre 6, fosse uma particdo ordenada, teriamos:

( n ) _ n!
P12 s Pm/  pylpy! ... Do

(6) 6! 6X5%X4x%x3x%x2

22.2) = 21212 X2 X 2 6X5x3=90

Nessa situacdo, as mesmas duplas, selecionadas em ordens diferentes, correspondem a possibilidades
distintas. Por exemplo, suponha que os 6 profissionais sejam Ana, Beto, Caio, Dedé, Eduardo e Fatima e que
as duplas formadas sejam Ana e Beto, Caio e Dedé, Eduardo e Fatima.

Em uma particdo ordenada, teriamos as seguintes possibilidades distintas, com exatamente essas duplas:
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Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
1. Ana e Beto Caio e Dedé Eduardo e Fatima
2. Ana e Beto Eduardo e Fatima Caio e Dedé
3. Caio e Dedé Ana e Beto Eduardo e Fatima
4. Caio e Dedé Eduardo e Fatima Ana e Beto
5. Eduardo e Fatima Ana e Beto Caio e Dedé
6. Eduardo e Fatima Caio e Dedé Ana e Beto

Porém, em uma particdo nao ordenada, todas essas 6 possibilidades representam o mesmo resultado, uma
vez que as duplas sdo as mesmas.

Assim, para calcular a permutagao ndao ordenada, precisamos dividir as 90 possibilidades da permutagdo
ordenada pelo nimero de maneiras de reordenar as 3 duplas, ou seja, pela permutag¢ao dos 3 elementos:

(5D 65w .

P, 31 3x2x1

De maneira geral, na particdo nao ordenada, precisamos dividir o resultado da particdo ordenada pelo
numero de maneiras de permutar os m grupos, como indicado abaixo.

( n ) n!
Py P2 s Pm/ _ P1' D2} - P!
By m!

A férmula da particao ndo ordenada é praticamente essa, porém com alguns ajustes. Para que sejam iguais,
0s grupos devem possuir o mesmo tamanho, entdo chamamos p4,ps, ..., Pm de p. Logo, substituimos

P! p2! ... pm! por:

p!'p!..p'=(pEH™

(N —
mvezes

Além disso, sabendo que ha m subconjuntos com p elementos cada, entao ha um total de m X p elementos.
Entdo, substituimos n por m X p.

A particdo ndao ordenada em m subconjuntos de p elementos cada (ou seja, o conjunto
original possui m X p elementos, no total), é:

( mxp )
p.p,-P) _ (mXxp)!
m! m!(pH)m
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PRATICAR!

(2016 Prefeitura de Sao José da Coroa Grande/PE) De quantos modos podemos dividir 10 pessoas em dois
: grupos de 5 pessoas?

a) 96

' b) 108

c) 120

d) 126

e) 132
Comentarios:

: Considerando que os grupos sdo equivalentes, temos uma particdo ndo-ordenada de m = 2 subconjuntos de
: p =5 elementos cada:

( mXxXp )
p,D, ., P _(mXp)!
m!  m! (phm

10
(59__1m _10><9><8><7><6_2X9x7_126
21 21(5D)2  2x5%x4x3x2 B

Gabarito: D

(2006 — TCE/PR) De quantas maneiras diferentes 12 estudantes podem ser divididos em 3 equipes, sendo
gue cada uma das equipes deve ser composta de quatro estudantes?

a) 8425

b) 3260
éc)12640
éd)5775

é e) 34650
Comentarios:

Considerando que as equipes sdo equivalentes, temos uma particdo ndo-ordenada de m = 3 subconjuntos
de p = 4 elementos cada:

12
(444) 121 12x11X10X9X8X7X6X5
3! 3'(4')3 3X2X4X3X2%X4%Xx3x%x2

Gaba rito: D

=11x5%x3x7x5=5.775

robi 76 dJee Es
183

a ANATEL (Especialista em Regulagéo de Servigos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado

, www.estrategiaconcursos.com.br



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

LEMAS DE KAPLANSKY

Agora, veremos o primeiro lema e o segundo lema de Kaplansky. Ambos trabalham com a sele¢do de um
subconjunto de elementos, a partir de um conjunto de elementos originalmente dispostos em determinada
ordem, de modo que elementos consecutivos (vizinhos) do conjunto original ndo sejam selecionados.

A diferenca entre os lemas é que, para o primeiro lema, os elementos extremos do conjunto original nao
sdo considerados consecutivos (vizinhos), enquanto para o segundo lema, tais elementos sdao considerados
consecutivos (vizinhos), como se os elementos do conjunto original estivessem dispostos em um circulo.

Primeiro Lema de Kaplansky

O primeiro lema de Kaplansky considera que os elementos estdo originalmente dispostos em determinada
ordem, como em uma fila, e que serdo selecionados alguns desses elementos, sem que a ordem dessa
selecdo importe. Porém, dentre os elementos selecionados, ndo pode haver elementos consecutivos
(vizinhos) da fila original.

Suponha um conjunto de 8 algarismos ordenados {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Quantas sdo as possibilidades de
selecionar 2 elementos que nao sejam consecutivos do conjunto original?

Podemos resolver esse problema, sem conhecer o lema de Kaplansky, calculando o nimero de maneiras de
selecionar 2 elementos no total (combinagdo de 2 elementos, dentre 8) e subtrair o nUmero de maneiras de

selecionar 2 elementos consecutivos. Vejamos:

A combinacdo de 2 elementos, dentre 8, é dada por:

8! 8 X7 X 6!
Cs,2

= = =4 X =2
’ (8—-2)!x2! 6! x 2 7 8

As possibilidades de escolha de 2 elementos consecutivos sdo: {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {5, 6}, {6, 7} e {7, 8},
ou seja, ha 7 possibilidades.

Portanto, o nimero de maneiras de escolher 2 elementos ndo consecutivos, dentre 8 no total, é:
28—-7=21

E se quiséssemos escolher 3 elementos ndo consecutivos? Ai, teriamos um pouco mais de trabalho.

Para facilitar a resolucdo de problemas desse tipo, podemos utilizar o raciocinio de Kaplansky.

Primeiro, vamos representar cada elemento do conjunto original por um S, caso ele pertenca ao subconjunto

selecionado, ou por um N, caso ele ndo pertenca ao subconjunto selecionado. Por exemplo, a selecdo do 22
e do 42 elemento do conjunto original de 8 elementos é representada por NSNSN N N N.
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Para formar um subconjunto de 3 elementos, sem elementos consecutivos, vamos comecar representando
0s 8 —3 =5 elementos que nao serdo selecionados. Como ndao sabemos em quais posi¢des esses 5 elementos
estardo, vamos prever possiveis espagos antes e depois desses elementos.

Esses espacos correspondem aos possiveis lugares dos elementos selecionados. Como ndo ha espacos
consecutivos, ndo serd possivel escolher elementos consecutivos. Assim, o nimero de maneiras de
selecionar 3 elementos ndo consecutivos do conjunto original corresponde ao nimero de maneiras de
selecionar 3 dentre esses 6 espacos (combinacdo de 3 elementos, dentre 6):

c 6! 6x5><4x3l 6><5x4_20
63~ (6—-3)131 3Ix3  3x2

E mais importante entender o raciocinio do que memorizar a férmula.

De modo geral, para a selecao de um subconjunto de p elementos, dentre n elementos no total, teremos
n — p elementos nao selecionados (N) e, portanto, n — p + 1 espagos, antes e depois de cada N.

Desses n — p + 1 espagos, selecionaremos os lugares dos p elementos (combinagdo de p elementos dentre
n—p+1).

0 12 lema de Kaplansky, indicado por f(n, p), é:

f(n; p) = Cn—p+1,p

Para o exemplo que calculamos antes de conhecer o primeiro lema de Kaplansky, tivemos n =8 e p = 2.
Assim, havera 8 — 2 = 6 elementos nao selecionados e 6 + 1 = 7 espacos. Dentre esses 7 espagos, devemos
escolher a posi¢ao de 2 elementos:

8.2) = C 7! TX6x5 ..
= = = = X =
A 72T (7 =221 5!x2

Que foi o resultado que obtivemos anteriormente.

HORA DI

PRATICAR!

(FGV/2019 — MPE/RJ) Valdo é estagidrio em um escritorio de advocacia e, na semana que vem, devera
: escolher para trabalhar trés dias de segunda a sabado. O escritdrio ndo permite que um estagiario trabalhe
: dois dias consecutivos. O nimero de possibilidades que Valdo tem para escolher seus dias de trabalho é:
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a)2
b3
c) 4
N
e)6
Comentarios:

: Como o conjunto original é formado pelos dias da semana de segunda a sabado, os extremos n3do sdo dias
: consecutivos. Assim, temos o primeiro lema de Kaplansky com n=6ep = 3.

: Primeiro representamos os 6 — 3 = 3 dias em que Valdo ndo ira trabalhar, com os espacos antes e depois de
: cada dia n3o trabalhado, totalizando n — p + 1 = 4 espacos, 0s quais representam os possiveis dias de :
i trabalho:

_N_N_N_
: Desses n—p + 1 =4 espacos, devem ser escolhidos p = 3 elementos:
f(n,p) = Chp+1p
f(6,3) = Cy3

: Para facilitar as contas, lembre-se que a selecdo de n — 1 elementos, dentre n, é um caso particular de
: combinagdo: €1 = N

C4,3 = 4
Gabarito: C

: (CESPE/2019 - Prefeitura de Sdo Cristovao/SE) Situacdo hipotética: As 5 lampadas tubulares de uma sala de
: aula foram instaladas formando uma unica fileira. Por motivo de economia, 2 ldmpadas adjacentes nunca
: poderdo ficar acesas ao mesmo tempo.

: Assertiva: Nessa situacdo, ha exatamente 13 configuragdes distintas, incluindo todas as lampadas desligadas,
: que atendem a exigéncia de economia.

{ Comentarios:

: Essa questdo € um pouco mais trabalhosa. Precisamos tratar distintamente das situacdes (i) em que
: nenhuma lampada estd acesa; (ii) em que ha 1 lampada acesa; (iii) em que ha 2 lampadas acesas; e (iv) em
: que ha 3 lampadas acesas.

: Se houvesse 4 lampadas acesas, dentre 5, necessariamente teriamos lampadas adjacentes acesas. Portanto,
: as opgOes de acender 4 lampadas ou mais (5) ndo atendem as restri¢cdes do problema.

) Nenhuma lampada acesa: Cso = 1 (caso especial de combinag¢do Cno=1). Ndo ha que se falar em lema
de Kaplansky, porque quando ndo selecionamos lampada alguma, ndo é possivel selecionar lampadas
adjacentes.

E i) 1 lampada acesa: Cs; = 5 (outro caso especial de combinac¢do Cn 1= n). Nesse caso, também ndo ha
gue se falar em lema de Kaplansky, porque quando selecionamos uma Unica lampada, também nao
é possivel selecionar lampadas adjacentes.
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iii) 2 lampadas acesas: agora sim, podemos utilizar o 12 lema de Kaplansky para garantir que as 2
lampadas selecionadas ndo sejam adjacentes. Com p = 2 elementos, dentre n = 5 elementos no total,
temosn—p=5-2=3elementos ndo selecionados e n —p + 1 =4 espacos. Desses 4 espagos, devemos

escolher p = 2:

C.. = 4! _4x3x2! 4x3 :
YT -2x20 2x20 T2 T
iv) 3 lampadas acesas: conseguimos selecionar 3 lampadas ndo adjacentes de uma unica forma (SNSNS).

Como as possibilidades dos eventos de i a iv sdo excludentes, isto é, temos a possibilidade de i OU as :
possibilidades de ii OU as possibilidades de iii OU a possibilidade de iv, entdo, pelo principio aditivo, devemos

De todo modo, vamos utilizar o lema de Kaplansky para chegar a essa conclusdo. Com p = 3 :

elementos, dentre n =5, temos n— p =5-3 = 2 elementos ndo selecionados e n —p + 1 = 3 espacos.

Desses 3 espacos, devemos escolher p = 3: C33 = 1 (caso especial de combinag¢do Cnn=1).

somar esses resultados: 1+5+6+1=13

: Gabarito: Certo.

Segundo Lema de Kaplansky

O segundo lema de Kaplansky também trabalha com a sele¢do de um subconjunto de elementos, de modo

gue elementos consecutivos (vizinhos) do conjunto original ndo sejam selecionados.

Porém, neste caso, os elementos extremos do conjunto original sdo considerados consecutivos (vizinhos).

Assim, havendo n elementos, os elementos 1 e n sdo considerados vizinhos.

Supondo um conjunto de 8 elementos, os elementos 1 e 8 sdo consecutivos, como se os elementos

estivessem dispostos em um circulo:

Exemplos desse tipo de situacdo sdo os dias da semana, de segunda a domingo, ou os meses do ano, de

janeiro a dezembro, etc.

0 22 lema de Kaplansky, indicado por g(n, p), é dado por:

g(n: p) = n_r_lp Cn—p,p
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No caso de n = 8, como na figura, se tivermos que selecionar p = 3 elementos ndo consecutivos:

v

8 8

9(83) = g—5Cs-33 = Cs3
©3) = 3x 51 _8 5x4x31_8 5x4
Rl =5 X 5 3 Ix3 57 20x3l 5. 2

INDO MALS

FUNDO!

i

»>

Vamos entender o raciocinio por trads do 22 lema.

Com 8 elementos dispostos em um circulo, precisamos separar o problema em 2: (i) o
elemento 1 é selecionado; e (ii) o elemento 1 ndo é selecionado (poderiamos substituir o
elemento 1 por qualquer outro elemento).

i) Ao selecionarmos o elemento 1, ndo podemos selecionar os elementos 2 ou 8, pois
ambos sdo vizinhos.

Assim, restam os elementos 3 a 7 (isto é, 5 elementos), dos quais devemos selecionar 2
elementos ndo consecutivos.

Observe que os extremos 3 e 7 ndo sao consecutivos.

Portanto, podemos utilizar o 12 lema de Kaplansky, com um total de n = 5 elementos, dos
qguais devemos selecionar p = 2 elementos. Assim, temos n — p = 3 elementos nao
selecionados e n —p + 1 =4 espacos, dos quais devemos selecionar p = 2:

£(5,2) = Cy =4 _23_ ¢

212! 2
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(2018 Camara de Cambé/PR) Um auxiliar administrativo vai organizar um calendario para a supervisdo de

ii) Se ndo selecionarmos o elemento 1, entdo iremos selecionar 3 elementos ndo
consecutivos, dentre os elementos 2 a 8.

Novamente, os extremos 2 e 8 nao sao consecutivos.

Entdo, utilizamos o 12 lema de Kaplansky, com n =7 elementos e p =3, ouseja,n—-p=4
elementos nao selecionados e n —p + 1 =5 espacos:

f(73) =Cs5 = 2= =22=10

2'3' 2

Como as possibilidades de i e ii sdo excludentes, ou seja, temos as 6 possibilidades de i OU
as 10 possibilidades de ii, pelo principio aditivo, temos:

6+10=16

Esse é o resultado que obtivemos pela férmula do 22 lema de Kaplansky!

HORA D

PRATICAR!

; uma praca de 22 feira até domingo. Essa praga tem que ser supervisionada exatamente duas vezes por :

: semana e nos mesmos dias de cada semana. A praca nunca deve ser supervisionada dois dias consecutivos. :
: Assinale a alternativa que apresenta, corretamente, o numero de possibilidades diferentes que o auxiliar :

: administrativo tem para organizar esse calendario.

i a) 14
 b) 16
éc) 18
 d)24
ée)28

{ Comentarios:

v
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. : Temos um exemplo do segundo lema de Kaplansky, pois engloba todos os dias da semana (domingo e
segunda-feira sdo consecutivos). Assim, temosn=7,p = 2:
n
n,p)=——-~0C,_
g(n,p) n—p n-p,p

7
g(7,2) = —Csz
ol ST 5x4
A T T

Caso nao lembre essa formula, podemos dividir a resolucdo desse problema em duas situagdes.
i) A segunda-feira é selecionada. Assim, restardo os dias de quarta a sdbado (4 dias) para selecionar 1 dia.
: Usando o 12 lema de Kaplansky, comn =4 e p =1, temos n — p = 3 dias ndo selecionadosen—p + 1= 4

: espacos, dos quais devemos selecionar 1:
f(4',1) = C4_’1 = 4

ii) A segunda-feira nao é selecionada. Assim, restarao os dias de tergca a domingo (6 dias) para selecionar 2: :
dias. Usando o 12 lema de Kaplansky, comn=6 e p =2, temos n — p = 4 dias ndo selecionadosen—p+1= 5
: espacos, dos quais devemos selecionar 2:

5! 5><4
2'3' 2

f(6'2) = CS,Z =10

: Como sdo situacOes excludentes (ou seja, alternativas), pelo principio da adicdo devemos somar os :
: resultados: :

9(7,2) = f(4,1) + f(6,2) =4+ 10 = 14
Gabarito: A
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Resumo da Aula

Principios de Contagem

e Principio Multiplicativo (multiplicagdo): Eventos concomitantes (ocorre um E outro)
e Principio Aditivo (soma): Eventos mutuamente exclusivos (ocorre um OU outro)
e Principio do Pombo: Considerar o pior cendrio para garantir a situacdo desejada

Fatorial: produto de um nimero com todos os nimeros menores que ele:
n=nxmn-1)x..x2x1
Permutacao - reordenagio de elementos
e Permutacdo simples: NUmero de maneiras de reordenar elementos distintos:
P, = n!

e Permutagao com repeticao: NUmero de maneiras de reordenar n elementos, dos quais k elementos
sdo repetidos:

n!

Péc:E

e Permutacado circular: NUmero de maneiras de reordenar elementos dispostos em circulo:
PC,=(n-1)!

e Permutacdo com elementos ordenados: reordenacdo de n elementos, dos quais k elementos devem
respeitar uma ordem especifica, ndo necessariamente consecutivos:

B n!
P, k!

e Permutacgao cadtica: nimero de maneiras de reordenar elementos, de modo nenhum deles retorne
para a sua posicao original:
1 1 1 (-

1
Dn=n!><[+a—ﬁ+§—§+ + y

Arranjo - selecdo de elementos com importancia de ordem

e Arranjo sem repeticao: NUmero de maneiras de sortear, sem repeticao k elementos, dentre n, de
modo que a ordem do sorteio importe:

n!
Ank = )1

e Arranjo com repeticdo: NUmero de maneiras de sortear, permitindo-se a repeticao, k elementos,
dentre n, de modo que a ordem do sorteio importe:

An,k = nk
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Combinacao - sele¢do de elementos sem importéncia de ordem

e Combinacdo simples: NUmero de maneiras de sortear, sem repeticdo, k elementos, dentre n, de
modo que a ordem do sorteio nao importe:

n!
ek = =Tk

e Combinacao completa: Numero de maneiras de sortear, sem importancia de ordem, p objetos (ex:
potes de sorvete), quando ha n tipos diferentes (ex: marcas de sorvete):

p _ pn-1p _ (n—1+p)!
CRn = Forip = (n—1)! X p!

Esse também é o numero de solugdes inteiras ndo-negativas para a equacao:

x1+x2+-"+xn=p

Particao - separacio de elementos em subconjuntos

e Particao ordenada: NUmero de maneiras de separar n elementos em m subconjuntos distintos entre
si, com p4, P2, ---, Pm €lementos cada, temos:

( n ) _ n!
P1, P2 Pm/  pilpy! D!

e Particao ndao ordenada: NUmero de maneiras de separar elementos em m subconjuntos de p
elementos cada (total de m X p elementos):
( mXxXp )
DD, s D :(mXp)!
m! m! (ph)m

Lemas de Kaplansky - sele¢do de elementos ndo vizinhos

e 12 Lema: Numero de maneiras de selecionar p elementos nao vizinhos, dentre n, em que os
extremos do conjunto original ndo sdo considerados vizinhos: f(n,p) = Chps1p

e 22lema: Numero de maneiras de selecionar p elementos nao vizinhos, dentre n, em que os

. . . ~ . . n
extremos do conjunto original sdo considerados vizinhos: g(n,p) = nCn_p,p
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QUESTOES COMENTADAS — CEBRASPE

Principios de Contagem

1. (CEBRASPE 2021/PC-DF) Um agente, com o objetivo de mensurar o risco de propagacdo da covid-
19 em uma investiga¢ao na qual averiguava um possivel descumprimento do artigo 268 do Cédigo Penal,
que define como crime de infragdo de medida sanitdria “infringir determinagcdo do poder ptblico,
destinada a impedir introducdao ou propagacao de doenga contagiosa”, obteve de uma testemunha as
informagodes a seguir.

e Houve, no local investigado, uma festa, com aglomera¢do de mogas e rapazes; ndo havia dlcool em
gel e ninguém estava usando mascaras.

e (Cada rapaz cumprimentou exatamente uma vez a todos os outros rapazes com apertos de mao.

e Cada moga cumprimentou exatamente uma vez a todos os outros presentes com um aceno.

Considerando que sdo verdadeiras as informagdes prestadas pela testemunha da situacdao hipotética
precedente, julgue o item a seguir.

Se, na festa, havia 20 mogas e 18 rapazes, o nimero de cumprimentos entre mogas e rapazes com acenos
foi superior a 350.

Comentarios:

A questdo informa que as mogas cumprimentaram todos, inclusive rapazes, com um aceno. O item informa
gue havia 18 rapazes, logo, cada moga acenou para um rapaz 18 vezes.

Sabendo que havia 20 mogas, o nimero de acenos entre mogas e rapazes corresponde ao produto (principio
multiplicativo):

18 x 20 =360
Que é superior a 350.

Gabarito: Certo

2. (CEBRASPE 2021/PC-DF) Um agente, com o objetivo de mensurar o risco de propagag¢do da covid-
19 em uma investiga¢ao na qual averiguava um possivel descumprimento do artigo 268 do Cédigo Penal,
que define como crime de infragdo de medida sanitdria “infringir determinagcdo do poder ptblico,
destinada a impedir introducdao ou propagacao de doenga contagiosa”, obteve de uma testemunha as
informagodes a seguir.
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e Houve, no local investigado, uma festa, com aglomerac¢ao de mogas e rapazes; nao havia alcool em
gel e ninguém estava usando mascaras.

e Cada rapaz cumprimentou exatamente uma vez a todos os outros rapazes com apertos de mao.
e Cada moga cumprimentou exatamente uma vez a todos os outros presentes com um aceno.

Considerando que sdo verdadeiras as informagdes prestadas pela testemunha da situacdao hipotética
precedente, julgue o item a seguir.

Se na festa havia 20 mocas, o nUmero de cumprimentos com acenos entre mocas foi superior a 200.
Comentarios:
A guestdo informa que as mogas cumprimentaram todos com um aceno. Considerando que havia 20 mogas

e que cada moga cumprimentou todas as outras 19 mogas, entdao o numero de acenos entre mogas
corresponde ao produto (principio multiplicativo):

20x 19 =380
Que é superior a 200.
Gabarito: Certo
3. (CEBRASPE 2021/PM-AL) O préximo item apresenta uma situagdo hipotética seguida de uma

assertiva, a ser julgada com base na matematica e em suas aplica¢ées na atividade policial.

Um fugitivo tenta despistar policiais, realizando uma fuga entre trés cidades (A, B e C). Existem duas estradas
ligando a cidade A a B e trés estradas ligando a cidade B a C. Nessa situacdo hipotética, hd 12 formas
diferentes de o fugitivo ir da cidade A até a C, passando pela cidade B, voltando para a cidade A e passando
novamente pela cidade B, sem repetir as estradas que usar parairde AaC.

Comentarios:

A questdo informa que ha 2 estradas entre as cidades A e B e 3 estradas entre B e C:

A . B C

O enunciado pergunta o niumero de possibilidades de o fugitivo ir de A para B e de B para C e, em seguida,
voltar de C para B e de B para A, sem repetir as estradas.

AAA
vvyy

Em relacdo a ida, parair de A para B, ha 2 possibilidades; e para ir de B para C ha 3 possibilidades. Para voltar
sem repetir as estradas, restardo 2 possibilidades entre C e B e uma Unica estrada entre B e A.

Pelo principio multiplicativo, o nimero de possibilidades é:
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2x3x2x1=12

Gabarito: Certo

4. (CEBRASPE 2021/PC-DF) Para ter acesso a um arquivo digital criptografado, um cibernauta deve
testar uma senha de 8 digitos composta pelos algarismos de 0 a 9, admitida a repeti¢cdo. O cibernauta teve
a informagdo prévia de que o arquivo foi criado no dia 23/12/19 e que o dia, 0 més e o ano da criagdo do
arquivo, representados por dois algarismos cada, estdo presentes na senha, mas aparecem em ordem
aleatoria.

Com base nessas informacgdes, julgue o item a seguir.

Sem a informacao de que o dia, 0 més e o0 ano da criacdo do arquivo fazem parte da senha, a quantidade
maxima de senhas a serem testadas pelo cibernauta seria de 108.

Comentarios:

O item pergunta quantas possibilidades de senha de 8 digitos podem ser formadas, com 10 algarismos (de 0
a 9), admitindo-se a repeticdo. A figura a seguir ilustra as possibilidades para cada digito:

110 |10 [10 |10 |10 |10 | 10 | 10 |

Pelo principio multiplicativo, devemos multiplicar as possibilidades de cada digito:
10x10x10x10x 10x 10 x 10 x 10 = 108

Gabarito: Certo

5. (CEBRASPE 2021/SEED-PR) As placas de veiculos dentro do novo modelo aprovado pelo MERCOSUL
possuem um padrao de letras e algarismos diferente do das antigas placas brasileiras. No Brasil, no caso
dos automadveis, as placas no novo padrao terdo 4 letras e 3 algarismos, seguindo-se a sequéncia LLL ALAA
(sendo L letras e A algarismos).

Suponha que, para a escolha da combinagdo de letras e algarismos de uma placa no padrdo MERCOSUL,
possam ser utilizados os algarismos de 0 a 9 e as 26 letras do alfabeto, podendo-se repetir algarismos e
letras. Nesse caso, a alteragao realizada no modelo de placa representard, em relagdao ao modelo anterior,
um aumento no total de placas que poderao ser produzidas. Esse aumento sera de

a) 120%

b) 160%
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c) 210%
d) 260%
e) 330%
Comentarios:

O enunciado apresenta as regras da placa nova e pergunta de quanto foi o aumento de placas possiveis em
relacdo ao modelo antigo.

Para isso, a questao informa que o modelo novo possui 4 letras e 3 algarismos (da forma LLL ALAA) e que ha
26 possibilidades de letras e 10 possibilidades de algarismos (de 0 a 9), permitindo-se a repeticdo:

126 |26 |26 |10 [ 26 |10 | 10 |
LiLt|cfalL|AalA

Pelo principio multiplicativo, o nimero de possibilidades da placa nova é:
N =26X26x26x10x26x10x10=26*x103

Sabemos que a placa antiga é formada por 3 letras e 4 algarismos (LLL AAAA):

126 |26 |26 |10 [ 10 |10 | 10 |
LiL|cjalalala

Pelo principio multiplicativo, o nimero de possibilidades da placa antiga é:
A=26x26%x26x10x%x10x 10 x 10 = 263 x 10*
A razdo entre o numero de placas do modelo novo e o nimero de placas do modelo antigo é:

N 26*x10° 26
A 263x10* 10

=26

Isso significa que a quantidade de placas do modelo novo é 2,6 vezes a do modelo antigo. Em outras palavras,
o aumento foi de 1,6 vezes (160%) a quantidade do modelo antigo.

Por exemplo, se houvesse 100 placas no modelo antigo, no novo, teriamos 260 placas, o que corresponde a
um aumento de 260 - 100 = 160 placas, ou seja, 160% da quantidade do modelo antigo.

Gabarito: B.
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6. (CEBRASPE 2019/Pref. Sdo Cristovdo) Com relagdo a sistemas lineares e analise combinatoéria,
julgue o item.

Situagao hipotética: No jogo de basquete, cada um dos cinco jogadores de um time pode ocupar as seguintes
posi¢Oes: armador, ala armador, ala, libero e pivd. O elenco do time Alfa é formado por 2 armadores, 2 alas
armadores, 3 alas, 2 liberos e 3 pivds. Assertiva: Nessa situagao, sabendo-se que em quadra jogam apenas 5
jogadores por time e que os demais ficam no banco, é correto afirmar que existem 216 formas distintas de
montar o time Alfa para iniciar a partida com exatamente um piv0, um armador e um ala.

Comentarios:

A questdo indaga sobre o niumero de possibilidades de formar um time exatamente com 1 pivo, 1 armador
e 1 ala. A palavra exatamente indica que ndo havera outro piv6, armador ou ala. Assim, os outros 2 jogadores
(uma vez que hd um total de 5 jogadores) podem ser liberos ou alas armadores.

Outro ponto importante é que todas as posi¢cdes sao distintas. Ou seja, ainda que sejam selecionados 2
liberos, por exemplo, o fato de escolhermos um para a 42 posicdo e outro para a 52 posicdo serd diferente
de escolher os mesmos liberos com as posi¢des trocadas. Nesse caso, podemos representar as diferentes
posicdes desse time da seguinte forma:

Pivo Armad Ala Libero/Ala Armad Libero/Ala Armad

Ha 3 pivos no time, logo, ha 3 possibilidades para pivo:

Pivo Armad Ala Libero/Ala Armad Libero/Ala Armad
3

Ha 2 armadores e 3 alas, logo, ha 2 possibilidades para armador e 3 possibilidades para ala:

Pivo Armad Ala Libero/Ala Armad Libero/Ala Armad
3 2 3

Por fim, ha 2 liberos e 2 alas armadores. Assim, ha 4 possibilidades para uma das posi¢cdes de libero/ala
armador e 3 possibilidades para a outra posicao:

Pivo Armad Ala Libero/Ala Armad Libero/Ala Armad
3 2 3 4 3

Como devemos escolher os jogadores para todas essas vagas no time, aplicamos o principio multiplicativo:
Numero de formas: 3x2x3 x4 x3 =216

Gabarito: Certo.
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7. (CEBRASPE 2018/IFF) Trés pessoas entraram em uma sala de cinema onde restavam apenas 5
assentos desocupados. Nesse caso, a quantidade de maneiras diferentes de essas pessoas ocuparem esses
assentos é igual a

a) 10.

b) 12.

c) 27.

d) 60.

e) 125.

Comentarios:

A gquestdo pede o nimero de maneiras em que 3 pessoas podem se sentar em 5 assentos. Vamos representar
a decisdo das 3 pessoas da seguinte forma:

P1 | P2 | P3

A primeira pessoa possui 5 op¢des de assentos, logo hd 5 possibilidades distintas para ela:

5
P1 | P2 | P3

A segunda pessoa tem 4 opc¢Oes de assentos, uma vez que a pessoa anterior selecionou 1 assento:

| 5 | 4
P1 | P2 | P3

Analogamente, a terceira pessoa tem 3 opgdes de assentos:

| 5 | 4] 3
P1 | P2 | P3

Como todas as pessoas devem se sentar, devemos multiplicar essas possibilidades (principio multiplicativo):
Numero de possibilidades =5 x4 x 3 =60

Gabarito: D.

robi 91 dJeeE:s
183

a ANATEL (Especialista em Regulacdo de Servi¢cos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado
www.estrategiaconcursos.com.br




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

8. (CEBRASPE 2018/PF) Em um processo de coleta de fragmentos papilares para posterior
identificacdo de criminosos, uma equipe de 15 papiloscopistas devera se revezar nos horarios de 8 has 9
hede9has10h.

Com relagdo a essa situagao hipotética, julgue o item a seguir.

Se dois papiloscopistas forem escolhidos, um para atender no primeiro horario e outro no segundo horario,
entdo a quantidade, distinta, de duplas que podem ser formadas para fazer esses atendimentos é superior a
300.

Comentarios:

Essa questdo pede o numero de maneiras de escolher um servidor para o primeiro horario e outro para o
segundo horario. Vamos representar os horarios da seguinte forma:

L [ ]

12 | 20

Ha 15 servidores disponiveis para a escolha no 12 horario:

(15[ ]

12 | 20

Apds a escolha do servidor para 12 horario, restam 14 servidores para o 22 hordario:

15 | 14 |

19 | 2°

Como os servidores de ambos os horarios precisam ser escolhidos, devemos multiplicar esses valores
(principio multiplicativo):

Numero de possibilidades =15 x 14 = 210
Logo o numero de possibilidades de formar duplas para o atendimento é inferior a 300.

Gabarito: Errado.

9. (CEBRASPE 2018/PM-AL) A figura seguinte mostra a planta baixa de um condominio. O terreno
ocupado pelo condominio é um quadrado de lados que mede 60 m. Nesse condominio, as areas indicadas
por E1, E2 e E3 correspondem aos locais onde estao construidos os prédios residenciais, e as regiées em
branco correspondem as vias de livre circulagdo para pedestres e veiculos.
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A partir da figura e das informagdes precedentes, julgue o item a seguir, considerando que a area de E2
seja igual a 200 m2.

Situagao hipotética: Dois policiais devem ir do ponto A ao B, pelas vias de livre circulagao, cada um deles
fazendo um caminho diferente, sem passar duas vezes pelo mesmo local. Toda vez que os dois policiais
chegarem ao ponto B, conta-se como realizado um trajeto. Assertiva: Nessa situacdo, a quantidade de
trajetos distintos que os policiais poderdo percorrer é inferior a 40.

Comentarios:

Vejamos quantas sdo as possibilidades de ir de A até B:

i

Assim, hd 7 possibilidades de caminhos de A até B. Vamos representar a escolha dos 2 policiais conforme
abaixo, uma vez que eles deverdo escolher caminhos distintos:

-B
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Sabemos que hd 7 caminhos para o primeiro policial escolher:

Apds a escolha do primeiro, restardo 6 caminhos possiveis para o segundo policial escolher:

L7 6]

12 | 2

10

Pelo principio multiplicativo, devemos multiplicar essas possibilidades:
Numero de possibilidades =7 x6 = 42
Logo, o numero de possibilidades de escolha dos dois policiais é superior a 40.

Gabarito: Errado.

10. (CEBRASPE 2017/PM-MA) Determinado laboratério de analises clinicas esta sendo investigado por
emitir laudos falsos de um exame constituido por 7 indicadores, correspondentes a concentragao de 4
compostos na corrente sanguinea, obtidos da seguinte forma: uma medigcao da concentracao de cada um
dos compostos A, B, C e D, e 3 medicdes, por 3 diferentes técnicas, da concentracao do composto E. Os
laudos verdadeiros de 7 pacientes (chamados pacientes-fonte), com prenomes distintos, entre eles
Amanda, Barbara, Carlos e Daniel, eram usados para compor laudos falsos para os demais pacientes. Para
dificultar a acdo da autoridade policial, na montagem de um laudo falso, o laboratério tomava o cuidado
de, no conjunto de 7 medi¢des que constituiam cada laudo falsificado, usar apenas uma medi¢ao de cada
paciente-fonte, ou seja, de nunca usar 2 ou mais medi¢6es de um mesmo paciente-fonte. Com referéncia
a essa situacgdo hipotética, julgue o item seguinte.

Se fosse adotada a estratégia de falsificar laudos seguindo-se a ordem sucessiva de medic¢Oes referentes aos
compostos A, B, Ce D e, em seguida, as medicGes referentes ao composto E, a quantidade de laudos falsos
distintos que poderiam ser gerados pelo laboratério seria superior a 800.

Comentarios:

Considera-se que o laboratdrio produz laudos falsos, para um exame dos componentes A, B, C, D e E, sendo
gue para o componente E, ha 3 técnicas distintas, a partir de 7 pacientes-fonte distintos para cada laudo.

Para definir os pacientes-fonte de um laudo, é preciso selecionar o paciente-fonte para os componentes A,
B, C e D, conforme representado a seguir. Uma vez definidos os pacientes-fonte desses 4 componentes, os
outros 3 pacientes-fonte necessariamente serdo utilizados para as 3 técnicas associadas ao componente E.

A B C D

robi 94 dJeeE:s
183

a ANATEL (Especialista em Regulacdo de Servi¢cos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado
www.estrategiaconcursos.com.br




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Considerando que ha 7 pacientes-fontes disponiveis, ha 7 possibilidades para o componente A:

L7 |
A|B|C|D

Em seguida, definido o paciente-fonte do componente A, restardo 6 possibilidades para o componente B:

7|6 |
A|lB|C|D

Aplicando o mesmo raciocinio, restardo 5 pacientes-fonte para o componente C e 4 para o componente D:

7 6 5 4
A B C D

Pelo principio multiplicativo, o nimero de laudos distintos é:
Numero de laudos =7 x6 x5 x4 =840
Assim, o numero de laudos é superior a 800.

Gabarito: Certo.

.
11. (CEBRASPE 2017/PM-MA) Uma operacgéo policial sera realizada com uma equipe de seis agentes,
que tém prenomes distintos, entre eles André, Bruno e Caio. Um agente serd o coordenador da operagao
e outro, o assistente deste; ambos ficardo na base moével de operagdes nas proximidades do local de
realizacao da operacdao. Nessa operacao, um agente se infiltrara, disfarcado, entre os suspeitos, em
reunido por estes marcada em uma casa noturna, e outros trés agentes, também disfarcados, entrarao na
casa noturna para prestar apoio ao infiltrado, caso seja necessario.

A respeito dessa situac¢ao hipotética, julgue o item seguinte.

Ha mais de 100 maneiras distintas de estruturar, com os seis agentes, a equipe que realizara a operagao
policial.

Comentarios:

Para formar a equipe, é necessario definir o coordenador, o assistente e o infiltrado, conforme representado
abaixo:

Coord | Assist | Infilt
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Sabendo quais agentes ocupardo essas fungdes, os outros 3 agentes, necessariamente, prestardo apoio ao
infiltrado. Sabendo que ha 6 agentes disponiveis, ha 6 possibilidades para a fun¢do de coordenador:

6
Coord | Assist | Infilt

Uma vez definido o coordenador, restardo 5 agentes disponiveis para a escolha do assistente:

| 6 5 |
Coord | Assist | Infilt

Definidos o coordenador e o assistente, restardo 4 opcOes para a escolha do agente infiltrado:

6 5 4 |
Coord | Assist | Infilt

Como devemos escolher toda a equipe, devemos multiplicar esses valores (principio multiplicativo):
NUmero de maneiras=6 x5 x4 =120
Logo, hd mais de 100 maneiras de formar a equipe.

Gabarito: Certo.

12. (CEBRASPE 2015/MPOG) Determinado 6rgao publico é composto por uma diretoria geral e quatro
secretarias; cada secretaria é formada por trés diretorias; cada diretoria tem quatro coordenagdes; cada
coordenagao é constituida por cinco divisoes, com um chefe e sete funcionarios subalternos em cada
divisao.

A respeito desse drgao publico, julgue o item seguinte, sabendo que cada executivo e cada funcionario

subalterno sé pode ocupar um cargo nesse orgao.

Se, entre onze servidores previamente selecionados, forem escolhidos: sete para compor determinada
divisdo, um para chefiar essa divisdao, um para a chefia da coordenac¢do correspondente, um para a diretoria
e um para a secretaria, haverd menos de 8.000 maneiras distintas de se fazer essas escolhas.

Comentarios:

Segundo o enunciado, temos 11 servidores para ocupar os cargos de chefia de uma secretaria (SE), uma
diretoria (DR), uma coordenacdo (CO), uma divisdo (DV) e a equipe de 7 membros da divisdo. Note que, uma
vez definidos os 4 cargos de chefia, os 7 servidores restantes ocupardo necessariamente a equipe de 7

membros da divisdo.

A escolha dos 4 cargos de chefia pode ser representada da seguinte forma:
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SE | DR | CO | DV

Para a escolha do chefe da secretaria, hd 11 servidores disponiveis:

|11 |
SE | DR | CO | DV

Apds a definicdo do SE, restardo 10 possibilidades para a chefia da diretoria:

11 | 10 |
SE | DR | cO | DV

Em seguida, restardo 9 possibilidades para a chefia da coordenacao e, posteriormente, 8 possibilidades para
a chefia da divisdo:

11 /10| 9 | 8
SE | DR | co | bv

Pelo principio multiplicativo, temos:
NUmero de maneiras=11x10x9x 8 =7.920
Logo, hd menos de 8.000 maneiras.

Gabarito: Certo.
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QUESTOES COMENTADAS — CEBRASPE

Permutacao

1. (CEBRASPE 2022/UNB) Em uma viagem de turismo, um grupo com 18 passageiros, acompanhados
de um guia turistico, serdao transportados do aeroporto até o hotel em um micro-6nibus. Desses
passageiros, 12 sio membros da mesma familia, constituida por 5 criangas e 7 adultos, sendo Paulo um
dos adultos. Durante o trajeto, o guia turistico escolhera, por meio de sorteio aleatério, quatro passageiros
do grupo e, a cada um deles, entregara um brinde. Considerando essa situa¢dao hipotética, julgue o item a
seguir.

Caso os quatro sorteados facam o trajeto entre o aeroporto e o hotel nos quatro primeiros assentos do
micro-Onibus, entdo a quantidade de formas diferentes de eles se sentarem, nesses assentos, é igual a 24.

Comentarios:

A gquantidade de maneiras de 4 pessoas se sentarem em 4 assentos corresponde a permutacdo de 4
elementos:

P,=4'=4x3Xx2Xx1=24
Que é igual a 24.

Gabarito: Certo.

2. (CEBRASPE/2022 - PC/PB) Uma quadrilha especializada em roubo a bancos é composta por 5
homens: o chefe, o subchefe, o especialista em explosivos, o especialista em tecnologia e o especialista
em armas. A policia descobriu que a quadrilha faria um roubo e que seus membros estariam usando
mascaras com cores diferentes (preta, cinza, azul, verde e marrom), mas nao descobriu quem estaria
usando qual mascara. Nesse caso, é possivel distribuir as mascaras entre os membros da quadrilha de

a) 5 formas distintas

b) 120 formas distintas

c) 10 formas distintas

d) 25 formas distintas

e) 32 formas distintas
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Comentarios:

A questdo pede o nimero de maneiras de distribuir 5 mdscaras distintas para 5 pessoas, sem restricdes, o
gue corresponde a permutacgao simples de 5 elementos:

P;=51=5%x4x3x2x1=120

Gabarito: B

3. (CEBRASPE/2022 - SECONT/ES) Apds andlise realizada em determinada empresa, um auditor
enumerou 15 procedimentos que devem ser realizados mensalmente por alguns funcionarios para a
melhoria da transparéncia e da eficiéncia da empresa.
Nessa enumeracgao, destaca-se o seguinte:
e 0s procedimentos 1 a 5 sdo independentes entre si e podem ser realizados em qualquer ordem,
mas nao simultaneamente;
e 0 sexto procedimento somente pode ser realizado apds a conclusao dos 5 primeiros;
e as execugoes dos procedimentos de 7 até 15 sé podem ser realizadas quando o procedimento
anterior for concluido.
Com base nessas informacgdes, julgue o item a seguir.
A gquantidade de ordens distintas de realizacao dos procedimentos em determinado més é superior a 200.
Comentarios:
O enunciado informa que, a cada més, 15 procedimentos devem ser realizados. Os 5 primeiros
procedimentos podem ser realizados em qualquer ordem, enquanto os demais devem seguir uma ordem
especifica. Assim, o nimero de maneiras de ordenar os procedimentos corresponde a permutacdo dos 5
primeiros procedimentos:
Ps=5!=5%Xx4Xx3x2x1=120

Que é menor que 200.

Gabarito: Errado

4. (CEBRASPE/2022 - POLITEC/RO) Jodo, Paulo e mais outras 3 pessoas estavam em uma fila para,
individualmente, depor sobre determinado delito. Nessa fila, Jodo estava imediatamente apos Paulo.

Nessa situac¢ao hipotética, a quantidade de possiveis ordens diferentes para os depoimentos é igual a
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a) 10
b) 12
c) 24
d) 48
e) 120
Comentarios:
Para calcular o nUmero de possiveis ordens de uma fila de 5 pessoas, em que Jodo estd imediatamente apds
Paulo, devemos trata-los como elemento Unico. Assim, temos a permutacdo de 4 elementos (3 pessoas e a
dupla como elemento Unico):
P,=41=4x3Xx2Xx1=24

Gabarito: C

5. (CEBRASPE/2022 - SERES/PE) Uma agéncia de turismo oferece passeios consistentes na visita a 12
pontos turisticos da cidade de Olinda-PE, entre os quais estdo as praias do Bairro Novo e da Casa Caiada,
que sao as Unicas praias da lista de pontos turisticos.

A partir dessas informacoes, assinale a op¢ao que apresenta o nimero de maneiras possiveis de organizar
roteiros de visitas aos 12 pontos turisticos, tal que, se uma praia é visitada, entdo a segunda praia deve
ser o préximo ponto turistico a ser visitado.

a) 10!

b)2 x 3 x10!

c) 2 x 11!

d)12x11Xx10X ..X4 X3

e) 12!

Comentarios:

Precisamos calcular o nimero de maneiras de ordenar 12 pontos turisticos, de modo que 2 deles (praias)
estejam sempre juntos em qualquer ordem.

robi 100 je e Es
183

a ANATEL (Especialista em Regulacdo de Servi¢cos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado
www.estrategiaconcursos.com.br




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

O primeiro passo é tratar as praias como elemento Unico. Assim, temos a permutacdo de 11 elementos (10
pontos turisticos e o as 2 praias como elemento Unico):

Pll == 11'

Para cada uma dessas possibilidades, hda 2 maneiras de ordenar as praias (primeiro Bairro Novo e depois Casa
Caiada ou primeiro Casa Caiada e depois Bairro Novo). Pelo principio multiplicativo, devemos multiplicar o
resultado da permutacao por 2:

n=2x11!

Gabarito: C

6. (CEBRASPE/2022 - SEE/PE) As festas juninas sdo festas tradicionais que ocorrem em todo o pais e
possuem, além de muita comida e danga, brincadeiras e competi¢Ges. Por isso, sio ambientes excelentes
para problemas de contagem e probabilidade e para estudos de fen6menos aleatérios. Com relagao a esse
tema, julgue o item que se segue.

Situagdo hipotética: Para determinada apresentacdo de danca de quadrilha, quatro homens e quatro
mulheres devem ficar em fila, de modo que a primeira e a Ultima pessoa da fila sejam mulheres. Assertiva:
Nesse caso, ha 8.640 formas distintas de organizar essa fila.

Comentarios:

Precisamos calcular o nimero de maneiras de enfileirar 8 pessoas, sendo 4 mulheres e 4 homens, de modo
que as extremidades sejam ocupadas por mulheres:

[ [ [ T [ [ [m]

Assim, ha 4 possibilidades para a primeira posicao e 3 possibilidades para a ultima posicao. Em relacdo as
posicdes centrais, em que ndo ha restri¢cdes, temos a permutacao de 6 elementos:

Pe=6l=6X5%Xx4x3%x2x1=720

Pelo principio multiplicativo, o nimero de maneiras de organizar toda a fila (eventos concomitantes) é o
produto:

n=4x3x720 = 8640

Gabarito: Certo
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7. (CEBRASPE/2022 - TELEBRAS) Julgue o item que se segue, a respeito de contagem, probabilidade e
estatistica.

Considere que trés amigos fardo uma dinamica de grupos e precisardo se sentar em uma roda com outras 5
pessoas. Considere ainda que os trés amigos fazem questdo de ficarem juntos. Nessa situacao, a roda podera
ser formada de 720 maneiras distintas, sem haver repeticdo das posi¢oes.

Comentarios:

Essa questdo trabalha com uma permutacao circular, com restricdes. A permutacao circular de n elementos
é dada por:

PC, = (n—1)!

Isso porque consideramos que as posicdes em um circulo se modificam apenas quando a posi¢do das pessoas
em relacdo as outras se modificam. Em outras palavras, um simples giro da mesa ndo é considerado uma
nova maneira de se organizar as pessoas. Assim, podemos imaginar em posicionar uma pessoa em qualquer
lugar do circulo e permutar as outras n — 1.

A questdo informa que 3 amigos irdo se sentar com outras 5 pessoas em uma roda. Como os amigos precisam
ficar juntos, vamos considera-los como um unico elemento, por ora. Assim, temos a permutacao circular de
6 elementos (5 pessoas + amigos como elemento Unico):

PCe=5'=5%x4x3x2x1=120

Como os 3 amigos ficardo juntos, mas em qualquer ordem, a forma de reordend-los corresponde a
permutacdo de 3 elementos:

P;=3=3%x2Xx1=6
Pelo principio multiplicativo, devemos multiplicar essas possibilidades:
n=6 X 120 = 720

Gabarito: Certo.

8. (CEBRASPE/2022 - Pref. Maringd) Durante um treinamento de 10 servidores, realizou-se uma
dinamica em que se dividiram os participantes em cinco duplas. Todos tiveram de sentar-se em uma mesa
circular para realizar a atividade. Nessa situagao hipotética, a quantidade de maneiras possiveis para que
cada dupla sente-se a mesa sempre junta é igual a

a) 24

b) 45
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c) 768

d) 362.880

Comentarios:

Precisamos sentar 5 duplas de servidores em uma mesa circular, de modo que cada dupla fique junta. Para
isso, vamos primeiro tratar cada dupla como elemento Unico. Assim, temos uma permutacdo circular de 5
elementos:

PCs=4=4x3x2x1=24

Para cada possibilidade, hd 2 possibilidades para cada uma das 5 duplas se organizar. Logo, devemos
multiplicar o resultado por 2 X 2 X 2 X 2 X 2:

N=24X2X2X2X2X2=768

Gabarito: C

9. (CEBRASPE 2021/SERPRO) Suponha que sejam gerados 5 nimeros validos de CPF para serem
atribuidos a 5 individuos distintos. Com base nessas informagoes, julgue o item a seguir.

A quantidade de formas de se fazer a atribuicdo desses CPFs a esses individuos é maior que 100.

Comentarios:

A quantidade de maneiras de distribuir 5 CPFs para 5 individuos corresponde a permutacdo de 5 elementos:
Ps=5/=5%Xx4x3%x2x1=120

Que é maior que 100.

Gabarito: Certo.

10. (CEBRASPE 2021/CBM-TO) Determinado veiculo de combate a incéndios, que tem seus assentos
numerados, tem capacidade para transportar 5 soldados, incluindo-se o motorista. Se 5 militares sao
designados para trabalhar com esse veiculo e somente 2 deles podem dirigi-lo, entao a quantidade de
formas diferentes que eles podem ocupar os assentos do veiculo é igual a

a)6

b) 10
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c) 48

d) 120

Comentarios:

Segundo o enunciado, ha 5 pessoas para se sentarem em um veiculo com 5 lugares distintos (numerados),

mas apenas 2 podem dirigir. Assim, ha 2 possibilidades para o motorista. Apds a escolha do motorista, temos
a permutacdo de 4 pessoas em 4 lugares:

Pelo principio multiplicativo, temos:
2XP,=2%X41=2X4Xx3%x2x%x1=48

Gabarito: C.

11. (CEBRASPE 2021/IBGE) Considere que a figura a seguir — que consiste de um retdngulo maior
subdividido em 45 retangulos menores, no qual estdo destacados os pontos A, B e C; ao lado do retangulo
maior estdo indicadas as direcoes norte (N), sul (S), leste (L) e oeste (O) — representa um mapa, fora de
escala, de parte de uma cidade onde sera realizada uma pesquisa domiciliar.

»C

A®

As linhas retas representam as ruas, e os quarteirdes sao os retangulos menores, que medem 300 metros
na direcdo oeste-leste e 60 metros na dire¢do sul-norte. Durante os trabalhos, cada agente de pesquisas e
mapeamento (APM), que saira necessariamente do ponto A, somente pode caminhar nos sentidos oeste-
leste ou sul-norte.

Tendo como referéncia o texto acima e observando-se a regra de que os deslocamentos apenas podem
ser executados nos sentidos oeste-leste ou sul-norte, verifica-se que o nimero de caminhos distintos que
podem ser percorridos por um APM para se deslocar do ponto A ao ponto C, passando pelo ponto B, é
igual a
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a) 14

b) 49

c) 56

d) 735

e) 2.002
Comentarios:

A questao informa que precisamos ir do ponto A ao ponto B e em seguida do ponto B ao ponto C, utilizando
as linhas verticais e horizontais.

Entre o ponto A e o ponto B, ha 4 segmentos de reta verticais e 3 segmentos de reta horizontais. Isso significa
que para irmos de um ponto a outro, precisamos efetuar 4 movimentos para cima e 3 movimentos para a
direita. Para ilustrar, vamos representar por N (Norte) o movimento para cima e por L (Leste) o movimento
para a direita. Assim, a sequéncia NLN N L L N corresponde ao seguinte caminho:

'(-

A

Em outras palavras, os diferentes caminhos podem ser representados por sequéncias com 4 Ns e 3 Ls em
alguma ordem. Logo, a quantidade de caminhos diferentes entre A e B corresponde ao nimero de maneiras
de reordenar 4 Ns e 3 Ls, que por sua vez corresponde a permutag¢ao de 7 elementos, com repeticao de 4 e
de 3elementos:

43 P; 70 7X6X5x4l  7X6X%X5

= = = = =7x5=35
7 T PxP; 4lx3l 41 x 3! 3x2x1

Com relacdo ao caminho entre B e C, hd 5 segmentos de reta verticais e 2 segmentos de reta horizontais. Ou
seja, esse caminho pode ser representado por sequéncias com 5 Ns e 2 Ls, de modo que a quantidade de
caminhos diferentes corresponde a uma permutacgao de 7 elementos, com repeticao de 5 e de 2 elementos:

P 70 7x6X5! 7x6
> : = = =7x3=21

7 T PxP, 5!x2l 5lx2l 2
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Considerando que precisamos percorrer ambos os caminhos (de A até B E de B até C), pelo principio
multiplicativo, precisamos multiplicar as possibilidades:

35x21=735

Gabarito: D

12. (CEBRASPE 2018/PF) Os individuos S1, S2, S3 e S4, suspeitos da pratica de um ilicito penal, foram
interrogados, isoladamente, nessa mesma ordem. No depoimento, com relagdo a responsabilizacdo pela
pratica do ilicito, S1 disse que S2 mentiria; S2 disse que S3 mentiria; S3 disse que S4 mentiria. A partir
dessa situacgao, julgue o item a seguir.

Se os quatro suspeitos tiverem nascido nos estados da Bahia, de Pernambuco, do Rio de Janeiro e de Sao
Paulo, cada um em um estado diferente, e atualmente residirem nesses mesmos estados, ainda que alguns
deles possam ter se mudado de um estado para outro, a quantidade de possibilidades de naturalidade e
residéncia dos acusados é inferior a 100.

Comentarios:

A questdo pede o nimero de maneiras de “alocar” os 4 suspeitos nos estados em que nasceram e nos estados
em que residem. Sabendo que cada um dos 4 suspeitos nasceu em dos 4 estados, diferente do outro, temos
uma permutacdo de 4 elementos:

Po=41=4Xx3Xx2Xx1=24

Similarmente, sabendo que cada um dos 4 suspeitos reside em um dos 4 estados, diferente do outro, temos
outra permutacdo de 4 elementos:

P,=41=4Xx3x2x1=24
O numero de possibilidades de naturalidade e residéncia é, portanto:
Numero de possibilidades = 24 x 24 =576
Logo o numero de possibilidades é muito superior a 100.

Gabarito: Errado.

13. (CEBRASPE 2018/BNB) Julgue o préoximo item, relativo a analise combinatéria e probabilidade.

A quantidade de maneiras distintas de 5 meninos e 4 meninas serem organizados em fila Unica de forma que
meninos e meninas sejam intercalados e 2 meninos ou 2 meninas nunca fiquem juntos é inferior a 3.000.
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Comentarios:

Deseja-se formar uma fila com 5 meninos e 4 meninas, de modo que meninos (O) e meninas (A) figuem
intercalados:

OAOAOAOAO

Observe que necessariamente o primeiro da fila serd um menino (O), pois hda um menino a mais, de modo
gue, se comegassemos com uma menina, teriamos meninos juntos (ndo intercalados) no final da fila.

O numero de maneiras distintas de organizar os 5 meninos nessas posicdes corresponde a permutacao de 5
elementos:

Ps=5'=5%x4x3x2=120

O numero de maneiras distintas de organizar as 4 meninas nessa posi¢ao, corresponde a permutacao de 4
elementos:

P,=41=4x3Xx2x1=24
Pelo principio multiplicativo, devemos multiplicar essas possibilidades:
Ndmero de maneiras = 120 x 24 = 2.880
Egse nimero é inferior a 3.000.

Gabarito: Certo.

14. (CEBRASPE 2018/SEFAZ-RS) Sete pessoas se dirigem para formar uma fila em frente ao tnico caixa
de atendimento individual em uma agéncia bancdria. Dessas sete pessoas, quatro sao idosos. Um servidor
da agéncia devera organizar a fila de modo que os idosos sejam atendidos antes dos demais.

Nessa situacdo, a quantidade de maneiras distintas de se organizar a fila é igual a

a) 5.040.

b) 720.

c) 576.

d) 288.

e) 144,
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Comentarios:

Podemos representar a fila de 7 pessoas, sabendo que todos os 4 idosos deverdo ser atendidos antes dos
demais, da seguinte forma:

1 [ [ |

Y Y

4 idosos outras 3 pessoas
Para organizar os 4 idosos, temos uma permutag¢do de 4 elementos:
P,=4'=4x3Xx2x1=24
Para organizar as outras 3 pessoas, temos uma permutagao de 3 elementos:
P;=31=3Xx2x1=6

Considerando que temos que organizar toda a fila, devemos multiplicar esses resultados (principio
multiplicativo):

Numero de maneiras de organizar a fila=24 x 6 = 144

Gabarito: E.

15. (CEBRASPE 2018/FUB) Considerando que 4 livros de matematica e 6 livros de fisica devam ser
acomodados em uma estante, de modo que um fique ao lado do outro, julgue o item seguinte.

A gquantidade de maneiras distintas de se acomodar esses livros na estante de forma que os livros de
matematica figuem todos a esquerda dos livros de fisica é igual a 720.

Comentarios:

Precisamos acomodar 4 livros de matemadtica a esquerda de 6 livros de fisica:

AN N D D M N

k Y Vd . Y[ . )
4 de matematica 6 de fisica

Para acomodar os 4 livros de matematica, temos uma permutacado de 4 elementos:
P,=4'=4x3x2x1=24

Para acomodar os 6 livros de fisica, temos uma permutacao de 6 elementos:
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Pe=6l=6X5%X4%x3%x2x1=720
Como devemos acomodar todos os dez livros, precisamos multiplicar esses resultados:
Numero de possibilidades = 24 x 720
Logo, o numero de maneiras de organizar a estante é muito superior a 720.

Gabarito: Errado.

16. (CEBRASPE 2017/PM-MA) Uma operacgéo policial sera realizada com uma equipe de seis agentes,
que tém prenomes distintos, entre eles André, Bruno e Caio. Um agente serd o coordenador da operagao
e outro, o assistente deste; ambos ficardo na base movel de operagdes nas proximidades do local de
realizacao da operacdao. Nessa operacao, um agente se infiltrara, disfarcado, entre os suspeitos, em
reunido por estes marcada em uma casa noturna, e outros trés agentes, também disfargados, entrarao na
casa noturna para prestar apoio ao infiltrado, caso seja necessario. A respeito dessa situagdo hipotética,
julgue o item seguinte.

A guantidade de maneiras distintas de formar a equipe, de modo que André, Bruno e Caio sejam os agentes
gue prestarao apoio ao infiltrado, é inferior a 10.

Comentarios:

Considerando que André, Bruno e Caio serdo os agentes que prestardao apoio ao infiltrado, entdo sera
necessario definir o coordenador, o assistente e o infiltrado, isto é, as 3 fungdes distintas, dentre os 3 agentes
gue restaram. Assim, o niumero de maneiras distintas de formar a equipe corresponde ao nimero de formas
de reordenar os 3 elementos, ou seja, a permutacao de 3 elementos:

P;=31=3x2x1=6
Logo, o numero de maneiras distintas de formar a equipe é inferior a 10.

Gabarito: Certo.

17. (CEBRASPE 2016/CBM-DF) Para atender uma grave ocorréncia, o comando do corpo de bombeiros
acionou 15 homens: 3 bombeiros militares condutores de viatura e 12 pragcas combatentes, que se
deslocaram em trés viaturas: um caminhao e duas caminhonetes. Cada veiculo transporta até 5 pessoas,
todas sentadas, incluindo o motorista, e somente os condutores de viatura podem dirigir uma viatura.
Com relagao a essa situacao, julgue o item seguinte.

Escolhidos o condutor da viatura e os 4 pragas que seguirdo em determinada viatura, a quantidade de
maneiras distintas de eles ocuparem os assentos dessa viatura sera inferior a 25.
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Comentarios:
Apds a escolha do condutor e dos 4 pragas que estardo em determinada viatura, a quantidade de maneiras
distintas de eles ocuparem os assentos da viatura corresponde a uma permutacao de 4 elementos, uma vez
gue o condutor ja esta definido.

P,=4'=4x3x2X%x1=24

Logo, a quantidade de maneiras é inferior a 25.

Gabarito: Certo.

18. (CEBRASPE 2016/CBM-DF) Para atender uma grave ocorréncia, o comando do corpo de bombeiros
acionou 15 homens: 3 bombeiros militares condutores de viatura e 12 pragas combatentes, que se
deslocaram em trés viaturas: um caminhdo e duas caminhonetes. Cada veiculo transporta até 5 pessoas,
todas sentadas, incluindo o motorista, e somente os condutores de viatura podem dirigir uma viatura.
Com relagao a essa situagao, julgue o item seguinte.

A guantidade de maneiras distintas de serem distribuidos os 15 homens no interior das trés viaturas é igual
abx12!l

Comentarios:

Para distribuir os 15 homens no interior das 3 viaturas, é necessario distribuir os 3 condutores, E, em seguida,
os 12 pragas.

Considerando que ha 3 condutores para 3 veiculos, a quantidade de maneiras de distribui-los corresponde a
uma permutacdo de 3 elementos:

P;=3=3%x2X1=6
Sabendo que cada veiculo transporta até 5 pessoas, incluindo o motorista, entdo, me cada veiculo, cabem 4
ndo condutores. Logo, para os 3 veiculos, ha 3 x 4 = 12 posi¢des para ndao condutores. Considerando que ha
12 pracas para 12 posicdes, a quantidade de maneiras distintas de distribui-los corresponde a permutagao
de 12 elementos:
P12 = 12'
Pelo principio multiplicativo, devemos multiplicar esses resultados, por serem concomitantes:

Numero de maneiras = 6 x 12!

Gabarito: Certo.
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QUESTOES COMENTADAS — CEBRASPE

Arranjo e Combinacao

1. (CEBRASPE/2024 - PC/PE) Em uma delegacia, 20 tarefas iguais devem ser distribuidas entre os
escrivaes X1, X2, X3 € X4, de forma que x; receba pelo menos duas tarefas, x, receba pelo menos trés
tarefas, x; receba pelo menos quatro tarefas e, finalmente, x, receba pelo menos cinco tarefas.

Assinale a opgao que apresenta a quantidade de maneiras em que as tarefas podem ser distribuidas entre
os escrivaes nessa situacao hipotética.

a) 84

b) 120

c) 210

d) 1.711

e) 4.845
Comentarios:

Para resolver essa questdo, precisamos da combinagdao completa, para distribuir as tarefas iguais, entre os
quatro servidores.

Sabendo que x,; deve receber pelo menos 2 tarefas, x, deve receber pelo menos 3 tarefas, x5 deve receber
1 2 3

pelo menos 4 tarefas e x, deve receber pelo menos 5 tarefas, entdao o nimero total de tarefas que devem

ser distribuidas obrigatoriamente para esses servidores é:

2+3+4+5=14

Sabendo que ha 20 tarefas no total, o nimero de tarefas que estdo livres para serem distribuidas entre
X1, X9, X3 € X4 €:

p=20-14=6

E o numero de maneiras de distribuir livremente p = 6 tarefas iguais entre n = 4 servidores pode ser
considerada a permutagdo de p = 6 objetos e n — 1 = 3 divisdrias entre os servidores:

=3X4x7=84

p 63 I 9IXBXTx6l 9Ix8X7
Chn =k = 31 6ix31  ~ 3x2

Gabarito: A
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2. (CEBRASPE 2022/FUNPRESP-EXE) A seguir, sdo apresentadas informag6es obtidas a partir de uma
pesquisa realizada com 1.000 pessoas.

e 480 possuem plano de previdéncia privada;
e 650 possuem aplicagdes em outros tipos de produtos financeiros;
e 320 ndo possuem aplicagdo em nenhum produto financeiro.

Com base nessa situagdo hipotética, julgue o item seguinte.

Considere que, do grupo de 1.000 pessoas que participaram da pesquisa, sera formada uma comissao
composta por dois membros, um titular e um suplente, sendo escolhido primeiro o membro titular e, em
seguida, o membro suplente. Nessa situacdo, é possivel formar mais de um milhdo de comissdes distintas.

Comentarios:

Nessa questdo, temos 1000 pessoas, das quais 2 serdao escolhidas para cargos diferentes na comissao.
Considerando que a ordem importa, temos o arranjo de 2 elementos, dentre 1000:

y _1000!  1000! 1000 X 999 x 998!
100027 10 —2)1 — 98! 998!

= 1000 x 999 = 999.000

Que é menor que 1.000.000.

Gabarito: Errado

3. (CEBRASPE 2022/UNB) Considerando que, na unidade de pronto-socorro de um hospital, quatro
médicos fagam atendimento aos pacientes e que haja a mesma probabilidade de esses pacientes serem
atendidos por qualquer um desses médicos, julgue o item.

Se os amigos Jair, Ana e Patricia estiverem em uma fila que tenha 12 pacientes, entdo a quantidade de
diferentes posicdes que esses trés amigos poderdo ocupar na fila é inferior a 1.200.

Comentarios:

A questdo pede o nimero de maneiras que os 3 amigos podem ocupar posi¢des na fila. Podemos entender
essa questdo como a selecdo de 3 posicdes na fila para os diferentes amigos, isto €, com importancia de
ordem. Logo, temos o arranjo de 3 elementos, dentre 12:

_ 120 121 12x11x10x9!
123 = (12-3)! 9! 9!

=12x11x10 =1320

Que é superior a 1200. Observe que ndo temos uma permutacao dos 12 elementos, pois ndo estamos
interessados nas posicdes das demais pessoas, apenas dos 3 amigos.

Gabarito: Errado

robi 112 gde e Es
183

a ANATEL (Especialista em Regulagédo de Servigos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado
www.estrategiaconcursos.com.br




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

4. (CEBRASPE 2022/Telebras) Jodo vai receber liquidos RS 3.300,00 por salario, e decidiu que vai usar
70% de sua renda com despesas pessoais e aplicar o restante. Dos recursos que destinara a aplicagoes,
investira 25% em agdes de empresas listadas na bolsa brasileira, 25% em titulos de renda fixa, 25% em
fundos de investimento imobiliario e o restante em ativos lastreados em ddélar. Seus estudos indicaram
dez empresas boas pagadoras de dividendos, com boa liquidez e cujas a¢b6es estio com bom prego. Com
base nessa situa¢ao hipotética, julgue o item a seguir.

Se inicialmente Jodo comecar adquirindo a¢bes de duas empresas dentre aquelas consideradas boas
pagadoras de dividendos, com boa liquidez e cujas acdes estdo com bom pre¢o, ha mais de 50 maneiras de
Jodo escolher as duas que serdo compradas.

Comentarios:
O enunciado informa que ha 10 empresas, das quais 2 serdo selecionadas para Jodo comecar investindo.

Como o investimento sera nas duas empresas ao mesmo tempo, isto é, sem importancia de ordem, temos a
combinac¢do de 2 elementos, dentre 10:

n!
Chp ="
P (n—p)! X p!
Cooo = 10! _10><9><8!_10><9_45
027 q0-2)x2!" 8'x21 — 2

Que é menor que 50.
Gabarito: Errado.
5. (CEBRASPE 2022/UNB) Em uma viagem de turismo, um grupo com 18 passageiros, acompanhados

de um guia turistico, serao transportados do aeroporto até o hotel em um micro-6nibus. Desses
passageiros, 12 sao membros da mesma familia, constituida por 5 criangas e 7 adultos, sendo Paulo um
dos adultos. Durante o trajeto, o guia turistico escolhera, por meio de sorteio aleatdrio, quatro passageiros
do grupo e, a cada um deles, entregard um brinde. Considerando essa situagao hipotética, julgue o item a
seguir.

A guantidade de possibilidades distintas de o guia turistico escolher quatro pessoas diferentes do grupo de
passageiros é superior a 3.000.

Comentarios:
O enunciado informa que ha 18 passageiros, dos quais 4 serdo escolhidos para receberem um brinde.

Considerando que ndo ha diferenca entre os brindes, ou seja, considerando que a ordem da sele¢dao nao
importa, temos a combinacao de 4 elementos, dentre 18:

Co = 18! _18x17x16><15><14!_18><17><16><15
1847 (18 —4)I x 41 14! x 4! T 4x3x2x1

a ANATEL (Especialista em Regulagédo de Servigos Publicos de Telecomunicagdes - Ciéncias de Dado

www.estrategiaconcursos.com.br 183




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

18 x 17 X 16X 15

Que é superior a 3000.

Gabarito: Certo.

6. (CEBRASPE 2022 /Telebras) Uma empresa dispde de dez funcionarios, dos quais selecionara quatro
para montar uma equipe para a realizagdo de determinada tarefa, todos com igual fun¢do nessa tarefa.
Marcio e Marcos sdao muito amigos e, quando trabalham juntos, costumam conversar demasiadamente,
prejudicando a produtividade. Pedro e Paulo sdo desafetos, ndo trocam entre si hem mesmo as
comunicagdes essenciais para o desempenho da tarefa, prejudicando também a produtividade.

No que se refere a essa situagao hipotética, julgue o item que se segue.

Desconsiderando os riscos de prejuizos a produtividade, ha mais de 250 maneiras de a equipe ser montada.
Comentarios:

O item pede o numero de possibilidades de escolher uma equipe de 4 funciondrios, dentre 10. Considerando

gue as tarefas serdo iguais, ou seja, a ordem da selecdo ndo importa, temos a combinacdo de 4 elementos
dentre 10:

c _ 10! _10><9x8x7><6!_10><9><8><7
1047010 —4)I x 41 — 6! x 4! T 4x3x2x1

3
10 X9 X8 x 7

Cios = Jsoa sz x® = 10%3 %7 =210

Que é menor que 250.

Gabarito: Errado

7. (CEBRASPE/2022 - MP TCE/SC) Dada uma equipe de dez servidores, entre eles Alberto e Bruna, W
é o conjunto de todas as listas que podem ser formadas com exatamente trés servidores.

A partir das informagdes anteriores, e sabendo que, nessa hipdtese, A é o conjunto de todas as listas em
que consta o nome de Alberto e B, o conjunto daquelas em que consta o nome de Bruna, julgue o item
que se segue.

W contém mais de cem elementos.

Comentarios:
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O numero de maneiras de selecionar 3 pessoas para compor uma lista, dentre 10 pessoas no total,
corresponde a combinacdo de 10 escolhe 3:

c 10! 10x9%x8x7" 10x9x%x8 10 % 3 x 4 = 120
= = = = X X =
103 7(10 = 3)! x 3! 7! x 3! 3x2
Que é maior que 100.
Gabarito: Certo
8. (CEBRASPE/2022 - PC/RO) De um conjunto de 10 técnicos em necropsia, 4 serdo selecionados para

um treinamento especial.

Considerando essa hipdtese, a quantidade de maneiras que esta delega¢cao de 4 técnicos podera ser
formada é igual a

a) 40

b) 210

c) 256

d) 5040

e) 10.000
Comentarios:

O numero de maneiras de selecionar 4 pessoas para formar uma comissdo, dentre 10 pessoas no total,
corresponde a combinacao de 10 escolhe 4:

c 10! 10X9Xx8x7x6! 10xXx9Xx8x7 10 x 3% 7 = 210
= = = = X X =
1047(10 — 4)! x 4! 6! X 4! 4x3x2
Gabarito: B
9. (CEBRASPE/2022 - BNB) Certo banco dispde de uma equipe de 12 analistas de sistema, da qual

fazem parte Antonio e Maria. Para atendimento de determinada demanda, o chefe do setor montara uma
comissao com 5 analistas, todos com a mesma funcao.

Com base nessa situagao hipotética, julgue o item seguinte.

Ha mais de 800 maneiras de selecionar os analistas que comporado a comissao.
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Comentarios:

O numero de maneiras de selecionar 5 analistas para compor a comissdo, dentre 12 no total, corresponde a
combinag¢ao de 12 escolhe 5:

12! _12><11><10><9><8><7!_12><11><10><9x8

G125 = "5y s - 71X 51 =T Sxax3axz | rx9x8=792

Que é menor que 800.

Gabarito: Errado

10. (CEBRASPE/2022 - BNB) Certo banco dispée de uma equipe de 12 analistas de sistema, da qual
fazem parte Ant6nio e Maria. Para atendimento de determinada demanda, o chefe do setor montara uma
comissao com 5 analistas, todos com a mesma funcao.

Com base nessa situagao hipotética, julgue o item seguinte.

O numero de maneiras de montar comissdes em que Anténio e Maria ndo participem juntos é superior a
600.

Comentarios:

Para calcular o nimero de maneiras de montar uma comissao, sem que Anténio e Maria participem juntos,
vamos subtrair, do total de comissdes, aquelas em que Antonio e Maria participem juntos.

No item anterior, calculamos o total de comissdes:

12! 12x11x10x9x8x7! 12x11x10x9X8

Crzs (12 = 5)! x 5! 7! % 5! 5X4X3X2 1 x9x8="792

Para que Anténio e Maria participem juntos, é necessario escolher outros 3 membros para a comissao,
dentre os 10 analistas disponiveis, o que corresponde a combinag¢do de 10 escolhe 3:

10! _10x9x8x7! 10x9x8

G103 (10 — 3)! x 3! 7! x 3! 3x2 10> 3> 4=120

E o nimero de comissdes que atendem a restricdo é a diferenca:
n=792—-120 =672
Que é superior a 600.

Gabarito: Certo
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11. (CEBRASPE/2022 - BNB) Certo banco dispdoe de uma equipe de 12 analistas de sistema, da qual
fazem parte Antonio e Maria. Para atendimento de determinada demanda, o chefe do setor montara uma
comissao com 5 analistas, todos com a mesma fungao.

Com base nessa situa¢ao hipotética, julgue o item seguinte.
Se o chefe decidir ndo convocar Anténio nem Maria, havera mais de 250 maneiras de selecionar a comissao.
Comentarios:

Agora, precisamos calcular o numero de comissdes possiveis sem Antonio e sem Maria. Nessa situacao,
precisamos escolher 5 analistas, dentre os outros 10:

10! 10x9X8Xx7x6Xx5 10X9IX8X7X6

G105 = G085y x5~ 5% 5! S TExax3xz | 2X9xEIxT=252

Que é superior a 250.

Gabarito: Certo

12. (CEBRASPE 2022/Petrobras) Uma empresa distribuidora de combustiveis atendia, ao término do
ano de 2020, apenas 30 clientes. Apds a implementacdao de medidas administrativas, a quantidade de
novos clientes dessa empresa, no primeiro semestre de 2021 (contada sempre em relagdo ao més
anterior), aumentou em progressio geométrica