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AVISO IMPORTANTE!

;™ -

SE LIGA!

0l3, Alunos (as)!

Passando para informa-los a respeito da disposicao das questées dentro do nosso material didatico.
Informamos que a escolha das bancas, dentro dos nossos Livros Digitais, é feita de maneira estratégica
e pedagodgica pelos nossos professores a fim de proporcionar a melhor didatica e o melhor

direcionamento daquilo que mais se aproxima do formato de cobranca da banca do seu concurso.

Assim, o formato de questdes divididas por tdpico facilitard o seu processo de estudo, deixando mais

alinhado as disposi¢cdes constantes no edital.

No mais, continuaremos a disposicao de todos no Férum de duvidas!

Atenciosamente,
Equipe Exatas

Estratégia Concursos
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APRESENTACAO DO CURSO

Ol3, pessoal! Tudo bem?

E com grande satisfacdo que damos inicio ao nosso curso!

Os professores Eduardo Mocellin, Francisco Rebougas, Luana Brandao, Djefferson Maranhao e Vinicius
Veleda ficardo responsaveis pelo Livro Digital.

Antes de continuarmos, vamos apresentar os professores do material escrito:

Eduardo Mocellin: Fala, pessoal! Meu nome é Eduardo Mocellin, sou professor de Matematica e de Raciocinio
Légico do Estratégia Concursos e engenheiro Mecanico-Aeronautico pelo Instituto Tecnolégico de Aeronautica
(ITA). Sinto-me feliz em poder contribuir com a sua aprovagdo! Ndo deixe de me seguir no Instagram:
[ @edu.mocellin

Francisco Rebougas: Fala, alunos! Aqui é o Francisco Reboucas, professor de Matematica do Estratégia
Concursos. Sou Engenheiro Aeroespacial formado pelo Instituto Tecnoldgico de Aeronautica (ITA). Saiba que
serd uma honra fazer parte da sua jornada rumo a aprovacao e que estaremos sempre aqui para auxilia-los
com o que precisarem. Um grande abraco e nos vemos nas aulas!

Luana Brandao: Oi, pessoal! O meu nome é Luana Brand3do e sou professora de Estatistica do Estratégia
Concursos. Sou Graduada, Mestre e Doutora em Engenharia de Producdo, pela Universidade Federal
Fluminense. Passei nos concursos de Auditor Fiscal (2009/2010) e Analista Tributério (2009) da Receita Federal
e de Auditor Fiscal do Estado do Rio de Janeiro (2010). Sou Auditora Fiscal do Estado do RJ desde 2010. Vamos
juntos nesse caminho até a aprovacio? (@ @professoraluanabrandao

Djefferson Maranhao: Ol3, amigos do Estratégia Concursos, tudo bem? Meu nome é Djefferson Maranhao,
professor de Estatistica do Estratégia Concursos. Sou Graduado em Ciéncia da Computag¢do pela Universidade
Federal do Maranhdo (UFMA). Desde 2015, sou Auditor da Controladoria Geral do Estado do Maranhdo (2015
- 52 Jugar). Antes, porém, exerci os cargos de Analista de Sistemas na UFMA (2010 - 12 lugar) e no TJ-MA (2011
- 12 Jugar). Ja estive na posi¢do de vocés e sei o quanto a vida de um concurseiro é um tanto atribulada! Sdo
varios assuntos para se dominar em um curto espag¢o de tempo. Por isso, contem comigo para auxilid-los nessa
jornada rumo a aprovag¢do. Um grande abrago.

Vinicius Veleda: Ol3, caros alunos! Sou Auditor Fiscal do Estado do Rio Grande do Sul. Professor de Matematica
e Matematica Financeira do Estratégia Concursos. Aprovado nos Concursos de Auditor Fiscal da Secretaria da
Fazenda dos Estados do Rio Grande do Sul (SEFAZ RS - 2019), Santa Catarina (SEFAZ SC - 2018) e Goias (SEFAZ
GO - 2018). Formado em Engenharia de Petrdleo pela Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ) com
graduacgdo sanduiche em Engenharia Geoldgica pela Universidade Politécnica de Madrid (UPM). Pela UFRJ, fui
campedo sul americano do Petrobowl (Buenos Aires) e, posteriormente, Campedo Mundial (Dubai). Cursei meu
ensino médio na Escola Preparatdria de Cadetes do Exército (EsPCEx). Contem comigo nessa trajetdrial
[ @viniciusveleda

O material escrito em PDF esta sendo construido para ser sua fonte autossuficiente de estudos. Isso significa
gue o livro digital serd completo e voltado para o seu edital, justamente para que vocé ndo perca o seu
precioso tempo "cacando por ai" o conteldo que sera cobrado na sua prova. Ademais, sempre que
necessario, vocé podera fazer perguntas sobre as aulas no forum de duvidas. Bons estudos!
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APRESENTACAO DA AULA

Fala, pessoal!

Nessa aula abordaremos o tema das matrizes, que sdo estruturas matematicas que possibilitam representar
e manipular dados de forma sistematica. Nesse tépico, veremos como definir uma matriz, quais sdo os tipos
de matrizes, como realizar operag6es com matrizes e como calcular a matriz inversa. Caso o seu edital inclua
esse conteudo, nessa aula também falaremos sobre determinantes.

Vocé perceberd que os assuntos dessa aula ndo sao muito frequentes em provas de concursos publicos, a
ndo ser para as areas de engenharia e de educacdo. Porém, o tema pode surgir em qualquer edital que o
mencione, por isso ndo podemos desconsiderar os contelddos que serdo apresentados.

Nao se preocupe com a quantidade de paginas desta aula, pois ela esta cheia de exemplos solucionados e
comentados, que vao te auxiliar a compreender os conceitos e as técnicas. Além disso, vocé podera exercitar

0 que aprendeu com os exercicios propostos e esclarecer suas duvidas no forum.

Como de costume, apresentaremos, no inicio de cada tépico, um breve resumo para que vocé tenha uma
ideia geral do conteudo antes de comecgar o assunto.

Conte comigo nessa caminhada =)

Prof. Eduardo Mocellin.

r@ @edu.mocellin
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MATRIZES

Introdugao as matrizes

Podemos representar uma matriz tanto com colchetes "[ ]" quanto com parénteses "()".
Matriz de dimensdao m x n: m linhas e n colunas.
Elemento a;;: o primeiro indice representa a linha e o segundo indice representa a coluna.

Representacdao de uma matriz pela lei de formacao

Cada elemento da matriz deve ser calculado por meio de uma férmula apresentada.

Tipos de matrizes

Matriz linha: apresenta apenas uma linha. Dimensdo da forma 1 X n.
Matriz coluna: apresenta apenas uma coluna. Dimensao da formam X 1.
Matriz quadrada: apresenta o mesmo numero de linhas e de colunas. Dimensdo da forma n X n.

~ ”
5.8 9
~ ”
11 15 2%
// ~ =
v7 3 P
A A
Diagonal Secundaria Diagonal Principal
[+j=n+1 1=y

Matriz Retangular: nimero de linhas é diferente do nimero de colunas.

Matriz Diagonal: matriz quadrada em que todos os elementos que ndo pertencem a diagonal principal
sdo iguais a zero.

Matriz Triangular: matriz quadrada em que todos os elementos acima ou abaixo de sua diagonal principal

sdo nulos.

e Matriz Triangular Superior: todos os elementos abaixo da diagonal principal sdo nulos.

¢ Matriz Triangular Inferior: todos os elementos acima da diagonal principal sdo nulos.
Matriz Identidade: elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e os elementos fora da diagonal
principal sdo zero.
Matriz Nula: todos os elementos sdo iguais a zero. E comum representar uma matriz nula quadrada pela
letra O acrescida de um indice que indica a ordem da matriz. Ex: O; = matriz nula quadrada de ordem 3.

Operag¢6es com matrizes

Igualdade entre matrizes: duas matrizes sao iguais quando apresentam a mesma dimensdao mXn e seus

elementos sdo idénticos e estdo nas mesmas posicoes.

Adigdo e subtracdo de matrizes: é necessario que as matrizes tenham a mesma dimensdo mXn. Para

realizar a operacdo, basta somar/subtrair os termos que estdo na mesma posicao.
Multiplicagcdao da matriz por um ntiimero real: multiplicar todos os elementos da matriz pelo nimero real.
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Multiplicacdo de matrizes

1. Verificar se o ndmero de colunas da primeira matriz é igual ao nimero de linhas da segunda. Se essa

igualdade nao se verificar, ndo é possivel realizar o produto das matrizes.

2. Obter o esquema geral da matriz-produto, que apresenta a seguinte dimensao:

Numero de linhas da primeira x Namero de colunas da segunda
Colunas da 1* = Linhas da 2°

P
Aox3 B3x4
- A/

Produto: Linhas da 1% e Colunas da 2*

C2x4

3. Obter os elementos da matriz resultante a partir das linhas da primeira matriz e das colunas da
segunda matriz.
O elemento c;; da matriz-produto C é obtido por meio da linha i da primeira matriz e da coluna j da

segunda matriz.

Propriedades da multiplicacdo de matrizes

A propriedade comutativa nao vale para matrizes: AB + BA.

Propriedade associativa entre matrizes: (AB)C = A(BC)

Propriedade associativa entre matrizes e um numero real: «(AB) = (a¢A)B = A(aB)
Propriedade distributiva: A(B + C) = AB + AC; (B + C)A=BA+ CA

Elemento neutro da multiplicagdo de matrizes: Al = IA = A

Trago de uma matriz quadrada

O trago de uma matriz quadrada é a soma dos elementos da sua diagonal principal. Se A é uma matriz
quadrada, entdo o seu trago é representado por tr(A4).

etr (A+ B) =tr(4) + tr(B)

etr (A—B) =tr(4) —tr(B)

e tr(ad) = a tr(A)

e tr (AB) = tr(BA)

Matriz oposta

A matriz oposta de A é —A.

Matriz transposta, simétrica e antissimétrica

A transposta de uma matriz A (notacdo: A?) corresponde & matriz cujas linhas foram transformadas em

colunas.
AHt=A
(ad)t = aAt
(AB)t = BtAt

(A+B)=4"+B*

©
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Matriz Simétrica: a matriz é igual a sua transposta » A4 = At

e E quadrada; e

¢ Os elementos simétricos com relagao a diagonal principal sao iguais.
Matriz antissimétrica: A* = —A

e £ quadrada;

¢ A diagonal principal é nula; e

¢ Os elementos simétricos com relagdo a diagonal principal sdo opostos.

Matriz inversa

ATTA=AAT1 =1,
Uma matriz que ndo possui inversa é denominada singular.

Propriedades:

A hH1t=4
(A—l)t — (At)—l
(ad)™t =47

(AB)"! = B~1471
(ABC)™! = ¢ 1B~14!

Matriz inversa como andlogo da divisao: pode-se multiplicar ambos os lados de uma equagdo matricial
pela inversa de uma matriz (A1) e, na sequéncia, usar a propriedade A™14 = I.

Matriz ortogonal

Uma matriz A é dita ortogonal quando a sua inversa é igual a sua transposta:

A é ortogonal <> A71 = At

©
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Introduc¢ao as matrizes

Nocao basica
A ideia basica de uma matriz é representar uma tabela de um modo mais formal, com uma "linguagem

matematica'.

Suponha, por exemplo, que um concurseiro quer organizar em uma matriz quantas horas ele pretende
estudar em cada dia da semana das proximas quatro semanas. Considere também que:

e As linhas representam os dias da semana: a primeira linha corresponde a segunda-feira, a segunda
linha corresponde a terga-feira, e assim sucessivamente até a sétima linha, que corresponde ao
domingo.

e As colunas representam as semanas: a primeira coluna corresponde a primeira semana, a segunda
coluna corresponde a segunda semana, a terceira coluna corresponde a terceira semana e, por fim,
a quarta coluna corresponde a quarta semana.

Nesse caso, o concurseiro pode representar a sua matriz do seguinte modo:

£ 8 & s

RN

11

1° linha (segunda) —) 13 4 5 6]
2% linha (terca) m=mmp |4 3 4 3
3%linha (quarta) = |5 4 4 3
4° linha (quinta) =y |5 4 3 3
5% linha (sexta) m—) 6 5 3 4
6% linha (sdbado) w=mmp |9 11 9 8
7° linha (domingo) m=mmp |9 8 9 0]

Note que o elemento que estd na 62 linha e na 22 coluna representa o nimero de horas que concurseiro
planeja estudar no sabado da segunda semana: 11 horas.

2% coluna (2® semana)

3 5 6]
4 4 3
5 4 3
5 3 3
6 3 4

6° linha (sabado) s -9—@ 9 8
9 8 9 9.
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Podemos representar uma matriz tanto com colchetes "[ ]" quanto com parénteses "()". Portanto, a matriz

em questdo também pode ser representada da seguinte maneira:

O U1 Ul b W

—_
ol us AW
O O WWwW o Ul
O 0 LW Ww o

Dimensao de uma matriz

Podemos dizer que uma matriz de dimensao m X n (Ié-se: matriz de dimensdo m por n) é uma matriz

formada por elementos (ou entradas) distribuidos em m linhas e n colunas.

No exemplo que acabamos de mostrar, temos uma matriz composta por 7 linhas e por 4 colunas. Portanto,

trata-se de uma matriz 7 X 4 (matriz 7 por 4). Vejamos mais quatro exemplos:

[11 Y3 7/9
. 6 5 2 | € uma matriz 3 x 3;
L8 1 3

5 11/12 1 53], triz 2 x 4
e Uma matriz £ X 4,
V7 4 4 15

2 3
5 71 - . )
° 11 13 € uma matriz4 x 2;
L17 19
5
° 3] € uma matriz 3 x 1.
L1

()

wFIQUE
ATENTO!

A ordem correta é N2 de LINHAS X N2 de COLUNAS

Representacao genérica dos elementos de uma matriz

Cada elemento de uma matriz apresenta uma determinada localizagdo dentro dela. Essa localizagao é dada

pela linha e pela coluna do elemento.

Considere a seguinte matriz A:

a PETROBRAS (Engenharia de Equipamento - Elétrica) Conhecimentos Especificos Il (Calculo e Algeb
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3

4

5
A=|5
6

9

-9

Genericamente, um elemento dessa matriz A pode ser representado por a;;, em que i representa a linha

—_
ol s AW
O O WWwW b U1
QIDOO»-PUJUJUJOI\

em que esse elemento se encontra Ej representa a sua coluna.

()

WFIQUE
ATENTO!

O primeiro indice representa a linha e o segundo indice representa a coluna.

Linha 1—|
a; j

I—D Coluna

Por exemplo, o elemento a4, é aquele que estd na linha 4 e na coluna 2. Portanto, a,, = 4.

2? coluna

w

4° linha  eo—)

O O WW b Ul

O X0 W W

O O O

LI'IU‘I-P
ooZm@-p—w—-p-—

O elemento a4, por sua vez, é aquele que esta na linha 2 e na coluna 4. Portanto, a,, = 3.

4? coluna

2° linha =) 4——3—4—

O O U1 G
—_

oo BN &)

O O WW o

ine 11 colll,-
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Representacao genérica de uma matriz

Uma matriz A de dimensdao mXn, isto é, uma matriz A com m linhas e n colunas, pode ser representada
genericamente das seguintes formas:

Amxn
A= (a;;
(2i7) sem
a11 a12 aln
a a Qaan
A= 21 :22
Am1 Qmz -+ Amn

Representacao de uma matriz pela lei de formacgao

Podemos representar uma matriz por meio de uma lei de formagao. Nesse caso, cada elemento da matriz
deve ser calculado por meio de uma férmula apresentada.

Considere por exemplo, a seguinte matriz:
A= (aij)3x3 tal que a;; = i + j2

Note que a matriz A é 3%X3, isto é, possui 3 linhas e 3 colunas.

A =10az1 Gz dz3

a;; Qg2 a13]
a3y dszz dszg

Para obter a matriz, devemos calcular cada um de seus elementos a;; por meio da lei de formagdo

apresentada, dada por a;; = i + j2.
a;=1+12=2
a,=1+22=5
a;3=1+32=10
a; =2+1%2=3
a, =2+22=6
a3 =2+3%2=11
a;; =3+12=14
as, =3+22=7
as3 =3 +3%2=12

ine 12 colll,"
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: (DNIT/2013) Os elementos de uma matriz Ay, , isto €, com trés linhas e duas colunas, sdo dados por:

: Comentarios:

: Como a matriz A apresenta 3 linhas e 2 colunas, podemos representa-la genericamente do seguinte modo:

Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Portanto, a matriz A é dada por:

2 5 10
A=(3 6 11
4 7 12

Vamos a um exercicio.

{(i+j)2,sei=j
i“4j% sei#]j

: Em que a;; representa o elemento da matriz A3y, localizado na linha i e coluna j. Entdo, a soma dos :
: elementos da primeira coluna de A3y, é igual a:

Ea)17
 b) 15
Ec)lz
 d) 19
Ee)13

ay;; Ago
A=|0z1 Az
asz; dzp

: A questdo pede a soma dos elementos da primeira coluna de A:

a1+ az +aszq

Paraa,q, temosi = j.logo, a;; = (1 +1)? = 4.

Para a,q, temosi # j. Logo, a,; = 12 + 22 = 5.

Para asq, temos i # j. Logo, az; = 32 + 12 = 10.

: A questdo pede a soma dos elementos da primeira coluna de A é:

44+5+10=19

Gabarito: Letra D.

ine 13 colll,"
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Tipos de matrizes

Matriz linha

E uma matriz com apenas uma linha, ou seja, tem dimensdo da forma 1 X n. Exemplos:

e [5 4 1] éumamatrizlinha de dimensdo 1 X 3.

V4 171 7 2 1 42 ?] € uma matriz linha de dimensao 1 X 9.

° [3
Matriz coluna

E uma matriz com apenas uma coluna, ou seja, tem dimensdo da forma m X 1. Exemplos:

[—4
e |[3/6] é uma matriz coluna de dimensdo 3 X 1.
[ 53

F 11
- |
. V4
~11

[ 5]

Matriz qguadrada

é uma matriz coluna de dimensdo 5 X 1.

E uma matriz que apresenta o mesmo nimero de linhas e de colunas, ou seja, tem dimensdo da forma
n X n. Exemplos:

[ 2

° _7%)%4 fg € uma matriz quadrada de dimensao 2 X 2.
753 3

e |4 —8 22|¢éumamatrizquadrada de dimensdo 3 X 3.
11 4% 1

Quando uma matriz quadrada apresenta dimensdo n X n, dizemos que essa matriz quadrada apresenta
ordem n. Nos dois exemplos anteriores, temos uma matriz quadrada de ordem 2 e uma matriz quadrada de
ordem 3, respectivamente.

Diagonais da matriz quadrada

Uma matriz quadrada apresenta duas diagonais: a diagonal principal e a diagonal secundaria.

A diagonal principal é composta pelos elementos em que o nimero da linha é igual ao niumero da coluna,
istoé, i =j.
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~
e

5.8 9

~

11 15, 2%
V7 3 T

S

Para o exemplo em questdo, os elementos da diagonal principal sdo a;; = 5,a,, = 15eaz; = 7.

Ja a diagonal secundaria é composta por elementos cuja soma da linha e da coluna (i + j) é igual a ordem

da matriz (n) acrescida de uma unidade, isto é:

i+j=n+1

5 8 .9
11 15" 2%

‘)ﬁ’ 3 7

Para o exemplo em questdo, os elementos da diagonal secundaria sd0 a;3 = 9, a,, = 15 e az; = V7

Matriz retangular

Uma matriz é retangular quando o nimero de linhas é diferente do niimero de colunas. Exemplos:

[ 11
3 iy
* |33 _211 é uma matriz retangular de dimensao 3 X 2.
13 6

0 11 47, _ o
X 5.
® —9 50% 1] € uma matriz retangular de dimensdo 2 X 3

Matriz diagonal

A matriz diagonal é uma matriz quadrada em que todos os elementos que ndao pertencem a diagonal

principal sdo iguais a zero. Exemplos:

[0 3l
4 0 O
o [0 -2 0
0o 0 7

Matriz triangular

Uma matriz triangular € uma matriz quadrada em que todos os elementos acima ou abaixo de sua diagonal

principal s3o nulos.

ine 15 colll,"
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Matriz triangular superior

Quando todos os elementos abaixo da diagonal principal forem nulos, temos uma matriz triangular
superior. Exemplo:

(=R =TNe0]
(=N lN&) |
I=J& FSNEN
_ N =

Matriz triangular inferior

Quando todos os elementos acima da diagonal principal forem nulos, temos uma matriz triangular inferior.
Exemplo:

_ W N ™
UlOvO O o
o O
w oo o

Matriz identidade ou matriz unidade

A matriz identidade (ou matriz unidade) é uma matriz quadrada cujos elementos da diagonal principal sdo
iguais a 1 e os elementos fora da diagonal principal sdo zero. Exemplo:

C OO M
S OmO
oOmO O
=00 O

A representacdo desse tipo de matriz é dada pela letra I acrescida de um indice que indica a ordem da matriz.
Isso significa que I3 é uma matriz identidade de ordem 3:

1.0 0
L=[0 1 0
0 0 1

Matriz nula

Matriz nula é a matriz que apresenta todos seus elementos iguais a zero. Exemplos:

[0 0 0 € uma matriz nula de dimensdo 2 X 3.

0 0 O

0 0 O
o 0;= [0 0 0] € uma matriz nula quadrada de ordem 3.
0 0 O

E comum representar uma matriz nula quadrada pela letra O acrescida de um indice que indica a ordem da
matriz. Isso significa que O3 é uma matriz nula quadrada de ordem 3.
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Operagdes com matrizes

Igualdade entre matrizes
Duas matrizes sao iguais quando:

e Apresentam a mesma dimensao m X n;
e Seus elementos sdo idénticos e estdao nas mesmas posicoes.

Por exemplo, as duas matrizes abaixo sdo iguais, pois apresentam a dimensdo 3 X 3, bem como seus
elementos sdo idénticos e estdo nas mesmas posicodes:

3/4 11 -3 3/4 11 -3
7 42 —4|l=|7 42 —4
V2 5 -1 V2 5 -1

Observe agora a suposta igualdade:

217 x -4

7 4% —4|=
V2. 5 -1

y 5 -1

Note que a igualdade s6 se verificase x = 4% ey = \/2. Caso contrario, as duas matrizes n3o serdo iguais.

(Pref N Horizonte/2019) O valor de x+y que determina a igualdade entre as matrizes
: [ xX—y —10] _ 7 =13 Zx]é :
:l15 8 241 [-3x 8 3y

a) 5.
: b)3.
-
&)
o)
ComentériOS'

Note que as duas matrizes apresentam a mesma dimensdo 2 X 3. Para que elas sejam iguais, seus elementos
devem ser idénticos e devem estar nas mesmas posicdes. Para tanto, devemos ter:

x—y=-13
2x = —10
—3x =15
3y =24

A partir da segunda e da quarta equacao, podemos obter os valores de x e de y.

2x=-10 > x=-5

ine 17 colll,"
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Ovalordex + y é:

(=5)+8=3

O gabarito, portanto, é letra B.

Observe que as outras equagdes se verificam para x = —5 e y = 8, pois, caso contrdrio, as matrizes ndo :
seriam iguais. :

x—y=(-5)—-8=-13
—3x=-3x(-5)=15

Gabarito: Letra B.

Adicao e subtracao de matrizes

Para somar ou subtrair matrizes, é necessario que elas tenham a mesma dimensao. Note, portanto, que
nao é possivel somarmos uma matriz de dimensdo 3 X 5 com uma matriz de dimensao 4 X 3.

Feita essa observacao, deve-se entender que a soma entre duas matrizes é feita somando os termos que
estao na mesma posicao.

Para a subtracdo, seguimos a mesma ideia, subtraindo os elementos de uma matriz dos elementos de
mesma posi¢ao da outra matriz.

Suponha, por exemplo, que temos duas matrizes A e B dadas por:

A= [—54 _12 g]
5= 1 5]
Asoma A + B é dada por:
A+B= [—54 _12 §]+ _23 i _72]

_ [5 +(—3) —-2+3 3+ (-2)
—4+2 1+1 547
_[2 1 1 ]
-2 2 12
J4 a subtracdo A — B é dada por:

A_B:[s -2 3]_—3 3 —2]

-4 1 51 12 1 7

_[5-(-3) -2-3 3-(-2)
—4-2 1-1 5-7
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Multiplicagdao da matriz por um numero real

Para multiplicarmos uma matriz por um nuimero real qualquer, basta multiplicar todos os elementos dessa
matriz pelo numero real. Considere, por exemplo, a seguinte matriz A:

1 3 -1
7 -3 2

-3 2 5
. ]

Ao multiplicar a matriz A por 2, obtemos a seguinte matriz:

-3 2 5
2A=2><[1 3 —1]
7 -3 2

2x(-3) 2x2 2x5
a=| 2x1 2x3  2x(-1)

2x7 2x(-3) 2x+2

—6 4 10
24=12 6 —2]
14 -6 2V2

Multiplicagdao de matrizes

Pessoal, atencdo redobrada com a multiplicacdo de matrizes. Essa é a parte que costuma gerar mais confusao
entre os alunos.

Para multiplicar duas matrizes, devemos seguir os seguintes passos:

1. Verificar se o nimero de colunas da primeira matriz é igual ao nimero de linhas da segunda. Se essa
igualdade ndo se verificar, ndo é possivel realizar o produto das matrizes.

2. Obter o esquema geral da matriz-produto, que apresenta a seguinte dimensao:
Numero de linhas da primeira X Numero de colunas da segunda

3. Obter os elementos da matriz resultante a partir das linhas da primeira matriz e das colunas da
segunda matriz.

Professor, ndo entendi nada!!

Calma, caro aluno! Vamos resolver um exemplo.

Considere as matrizes 4 e B, dadas por:
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3 2 1
1 3 3

|

100 200 450 200
B =1400 150 150 450
250 300 100 700

Vamos calcular o produto 4 X B.

1. Verificar se o nUmero de colunas da primeira matriz é igual ao nimero de linhas da segunda. Se essa
igualdade ndo se verificar, ndo é possivel realizar o produto das matrizes;

Note que a matriz A tem dimensdo 2 X 3, e a matriz B tem dimensdo 3 X 4. Observe, portanto, que o
numero de colunas da matriz 4 é igual ao nimero de linhas da matriz B. Logo, é possivel realizar o produto
das matrizes A,y 3 € B3yxy.

2. Obter o esquema geral da matriz-produto, que apresenta a seguinte dimensao:
Numero de linhas da primeira X Nimero de colunas da segunda

A matriz A tem dimensdo 2 X 3, e a matriz B tem dimensdo 3 X 4. Logo, a matriz-produto apresenta a
dimensao 2 X 4. Temos o seguinte esquema geral:

Ou entdo, de maneira mais formal, poderiamos escrever:

c c €13 C14
C=AxB=|1 "2 °
Cy1 Coo 23 24

Lembre-se: o elemento c;; estd na linha i e na coluna j da matriz C.

Uma maneira pratica de memorizar os passos 1 e 2 é a seguinte:

Colunas da 1 = Linhas da 2

PR
A2x3 B3x4
-

Produto: Linhas da 1% e Colunas da 2°
C2><4

3. Obter os elementos da matriz resultante a partir das linhas da primeira matriz e das colunas da
segunda matriz.

Temos a seguinte matriz-produto:
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C=A><B=[C11

C12 €13 C14
Coq Coo Ca3 C24

Obtengao de C11

C11 — Primeira linha da primeira matiz, primeira coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da primeira linha e da primeira coluna da matriz-produto (c;4), devemos utilizar
a primeira linha da primeira matriz e a primeira coluna da segunda matriz.

3 2 1

A=[1 3 3

400 150 150 450

[100 200 450 200]
B =
250 300 100 700

Para obter o elemento ¢4, realiza-se a seguinte operagao:

€11 =3X%X100+2%x400+ 1 x 250 =1350
Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:
1350 () () ()
C=AXB= [
() )y ) )

Obtengao de C1

C12 — Primeira linha da primeira matiz, segunda coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da primeira linha e da segunda coluna da matriz-produto (¢4, ), devemos utilizar
a primeira linha da primeira matriz e a segunda coluna da segunda matriz.

3 2 1

A=[1 3 3

400 150 150 450

100 200 450 200
250 300 100 700

Para obter o elemento c;,, realiza-se a seguinte operagao:

€12 =3%X200+2x150+1x300=1200

Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

B 1350 1200 () ()
C‘AXB‘[U ) () )
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Obtencdo de Cq3

C13 — Primeira linha da primeira matiz, terceira coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da primeira linha e da terceira coluna da matriz-produto (c3), devemos utilizar
a primeira linha da primeira matriz e a terceira coluna da segunda matriz.

3 2 1

A:=[1 3 3

400 150 150 450
250 300 100 700

100 200 450 200
Para obter o elemento c;3, realiza-se a seguinte operagao:
c13=3X%X450+2x150+1x 100 = 1750

Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

1350 1200 1750 ( )

CZAXB:{() O O O

Obtengao de Cq4

C14 — Primeira linha da primeira matiz, quarta coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da primeira linha e da quarta coluna da matriz-produto (c14), devemos utilizar
a primeira linha da primeira matriz e a quarta coluna da segunda matriz.

3 2 1

A==[1 3 3

400 150 150 450

100 200 450 200
b= [
250 300 100 700

Para obter o elemento ¢4, realiza-se a seguinte operagao:
C14 =3X%X200+2%x450+1x700=2200

Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

1350 1200 1750 2200

CzAXB:[() () ) O
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Obtencgdo de C1

C21 — Segunda linha da primeira matiz, primeira coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da segunda linha e da primeira coluna da matriz-produto (c,1), devemos utilizar
a segunda linha da primeira matriz e a primeira coluna da segunda matriz.

321

A_133

400 150 150 450
250 300 100 700

100 200 450 200
Para obter o elemento c;4, realiza-se a seguinte operagao:
1 =1x100+ 3 X400+ 3 x 250 = 2050

Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

350 1200 1750 2200

1
C:AXB:[zoso () () )

Obtengao de Cy-

C22 — Segunda linha da primeira matiz, segunda coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da segunda linha e da segunda coluna da matriz-produto (c,,), devemos utilizar
a segunda linha da primeira matriz e a segunda coluna da segunda matriz.

3 2 1

A‘133

400 150 150 450
250 300 100 700

100 200 450 200
B =
Para obter o elemento c,,, realiza-se a seguinte operagao:

€22 =1%X200+3x150+ 3 x300=1550

Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

350 1200 1750 2200

1
C=A><B=[2050 1550 () ()
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Obtencdo de C;3

C23 — Segunda linha da primeira matiz, terceira coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da segunda linha e da terceira coluna da matriz-produto (c,3), devemos utilizar
a segunda linha da primeira matriz e a terceira coluna da segunda matriz.

321

A_133

400 150 150 450

[100 200 450 200]
B =
250 300 100 700

Para obter o elemento c;3, realiza-se a seguinte operagao:
3 =1xX450+3 x150+3 x 100 =1200
Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

1350 1200 1750 2200

C=AXB=l7050 1550 1200 ( )

Obtengdo de Cy4

C24 — Segunda linha da primeira matiz, quarta coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da segunda linha e da quarta coluna da matriz-produto (c;4), devemos utilizar
a segunda linha da primeira matriz e a quarta coluna da segunda matriz.

3 2 1

A:[1 3 3

100 200 450 200
B =(400 150 150 450
250 300 100 700

Para obter o elemento c,4, realiza-se a seguinte operagao:
€4 =1X%X200+3%Xx450+3 x700=3650
Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

1350 1200 1750 2200

C=AXB= [zoso 1550 1200 3650

Pronto! Acabamos de realizar o produto das matrizes A e B.
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AXB=C

3 2 17 [t00 200 450 200} 4355 1200 1750 2200

[1 3 3] X [400 150 150 450 “[2050 1550 1200 3650
250 300 100 700

Professor... vocé levou QUATRO PAGINAS para calcular os oito elementos!!

Calma, caro aluno. Levamos quatro pdginas porque fizemos passo a passo. Em resumo, o que vocé precisa

saber é o seguinte:
&%
VATEN(;AO
DECORE!

O elemento da linha i e da coluna j da matriz-produto C é obtido por meio da linha i da
primeira matriz e da coluna j da segunda matriz.

c11 — Linha 1 da primeira matriz e coluna 1 da segunda matriz;
C12 — Linha 1 da primeira matriz e coluna 2 da segunda matriz;
c13 — Linha 1 da primeira matriz e coluna 3 da segunda matriz;
C14 — Linha 1 da primeira matriz e coluna 4 da segunda matriz;
C21 — Linha 2 da primeira matriz e coluna 1 da segunda matriz;
C22 — Linha 2 da primeira matriz e coluna 2 da segunda matriz;

Cp3 — Linha 2 da primeira matriz e coluna 3 da segunda matriz;

C24 — Linha 2 da primeira matriz e coluna 4 da segunda matriz.

Na hora da prova, ao se deparar com o seguinte produto:

100 200 450 200
X [400 150 150 450

[3 2 1
250 300 100 700

1 3 3

Vocé deve realizar as contas assim:

_[(3.100 +2.400 + 1.250) (3.200+2.150 + 1.300) (3.450+2.150+1.100) (3.200 +2.450 + 1.700)
~[(1.100 + 3.400 + 3.250) (1.200 + 3.150 + 3.300) (1.450+3.150+3.100) (1.200 + 3.450 + 3.700)

_ 1350 1200 1750 2200
~ 12050 1550 1200 3650
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| (MPE $C/2022) Seja A = [g i .

A soma dos elementos da matriz A? é:
a) 10;

b) 12;

c) 15;

d) 23;

e) 30.

Comentarios:

! Note que a matriz A2 é:

: A =AxA

5 12 1.2 1
=[5 4Ix[5 1

: :F2+13 2.1+1.1
; 3.2+1.3 3.1+1.1
-[7 3

; 9 4

: Logo, a soma dos elementos da matriz A? é:

§ 7+3+9+4

: =23
GO Lot D, oo

(Pref. SJC/2019) Sobre as matrizes A,,xn, € B, x 4 € correto afirmar que existe a operagdo:
a)A+B,sen=p

b)B—A,sen=p

c)A-B,sem=q

d)B-A,sem=q

e)A+B,sen=p

Comentarios:

Vamos analisar cada alternativa.

a) ERRADO. Temos a soma das duas matrizes, que sé é possivel se elas apresentarem a mesma dimensdo.

Para tanto, deveriamosterm = pen = q.

b) ERRADO. Temos uma subtracao de matrizes, que so é possivel se elas apresentarem a mesma dimensao.

Para tanto, deveriamosterm = pen = q.
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: ¢) ERRADO. Temos uma multiplicacdo de matrizes, que so é possivel se o nUmero de colunas da primeira (n)
for igual ao numero de linhas da segunda (p). Para tanto, deveriamos ter n = p.

d) CERTO. Temos uma multiplicacdo de matrizes, que sé é possivel se o numero de colunas da primeira (q)
for igual ao numero de linhas da segunda (m). Esse é o caso apresentado na alternativa, em que m = q.

e) ERRADO. N3o existe divisdo de matrizes.

Gabarito: Letra D.

: (Pref. Dois Cérregos/2019) O produto das matrizes Lll ) 6] [ 0], nessa ordem

: a) ndo existe, pois elas tém os nimeros de linhas diferentes, assim como os niumeros de colunas.
: b) ndo existe, pois o numero de linhas da primeira matriz do produto é diferente do nimero de colunas da :
: segunda matriz.

c) existe, e é igual a [2 g]

d) existe, e é igual a [140 10].

e) existe, e é igual a [100 100].

: Comentarios:
: Lembre-se que, multiplicar duas matrizes, devemos seguir os seguintes passos:

: 1. Verificar se o numero de colunas da primeira matriz é igual ao nimero de linhas da segunda. Se essa
: igualdade ndo se verificar, ndo é possivel realizar o produto das matrizes.

2. Obter o esquema geral da matriz-produto, que apresenta a seguinte dimensao:

Numero de linhas da primeira X Numero de colunas da segunda

3. Obter os elementos da matriz resultante a partir das linhas da primeira matriz e das colunas da segunda
! matriz.

: Note que a primeira matriz apresenta dimensdo 2 X 3, e a segunda matriz apresenta dimensdo 3 X 2. Isso
: significa que:

! 1. 0 ndmero de colunas da primeira matriz (3) é igual ao nimero de linhas da segunda (3) e, portanto, o
: produto existe.

2. A matriz-produto apresenta dimensdo 2 X 2.

: Temos, entdo, que a matriz-produto apresenta o seguinte esquema geral:

() O
) O

Vamos agora para o terceiro passo:
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3. Obter os elementos da matriz resultante a partir das linhas da primeira matriz e das colunas da segunda :
: matriz.

15301
R

_[(1.0+5.2+ 3.0) (1.1+5.0+ 3.1)
~1(40+2.2+ 6.0) (41+2.0+ 6.1)

_ [10 4 ]
4 10
Gabarito: Letra D.

Propriedades da multiplicacao de matrizes
A propriedade comutativa nao vale para matrizes

Antes de apresentarmos as propriedades da multiplicacdao de matrizes, vamos mostrar uma propriedade que
nao pode ser utilizada para matrizes.

Na algebra comum, a propriedade comutativa para a multiplicacdo de nimeros nos diz que "a ordem dos
fatores nao altera o produto". Isso significa que:

150 x 311 = 311 x 150

Para o caso das matrizes, essa propriedade ndo ocorre. O produto da matriz A pela matriz B é diferente do
produto da matriz B pela matriz A (a ndo ser que a igualdade ocorra por uma grande coincidéncia). Isso
significa que:

AB #+ BA

Perceba que em alguns casos o produto AB existe e o produto BA nao existe.
Considere a matriz A, de ordem 2 X 3 e a matriz B3y, de ordem 3 X 4.

Note que o produto AB existe, pois o numero de colunas de A é igual ao nimero de linhas
de B.
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Colunas da 1? = Linhas da 2°

VRN
A2x3 B3x4
. A

Produto: Linhas da 1% e Colunas da 22

Por outro lado, o produto BA nao é possivel, pois o nimero de colunas de B ndo é igual
ao numero de linhas de A.

Colunas da 1? # Linhas da 2°

N
B3x4 A2x3

O produto BA nao é possivel!

Propriedade associativa

Propriedade associativa entre matrizes

Na algebra comum, a propriedade associativa para a multiplicacdo de nimeros nos diz que podemos agrupar
numeros que estdao sendo multiplicados da forma que nos for conveniente.

Por exemplo, ao realizar a multiplicagdo 2 X 3 X 5, podemos realizar de duas maneiras:

e (2x3)x5;0u
e 2X(3x5).

Isso significa que:
(2x3)x5=2%x(3x%x5)

Para a multiplicacdo de matrizes, temos a mesma propriedade.

Para o caso em que é possivel o produto das matrizes A, B e C, nessa ordem, podemos realizar o produto
ABC de duas formas:

e Realizar o produto AB e depois multiplicar pela matriz C; ou
e Realizar o produto BC e depois realizar o produto de A com o resultado BC.

Em linguagem matematica, temos:

(AB)C = A(BC)
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Propriedade associativa entre matrizes e um nimero real

Se a for um numero real e A e B forem matrizes em que o produto AB é possivel, entao:
a(AB) = (aA)B = A(aB)

Exemplo:
3(AB) = (3A)B = A(3B)

Propriedade distributiva

Propriedade distributiva pela esquerda

Na dlgebra comum, a propriedade distributiva pela esquerda ocorre quando realizamos a seguinte operacao:

2x(3+5)=2x3+2x5

Temos a mesma propriedade quando realizamos a operacgao contraria, conhecida por "colocar o nimero em
evidéncia":

2xX34+2x5=2x%x(3+4+5)

Para matrizes, é valida a propriedade distributiva pela esquerda:

A(B+C)=AB + AC
A mesma propriedade ocorre quando "colocamos uma matriz em evidéncia":
AB + AC = A(B + ()

Propriedade distributiva pela direita

Na dlgebra comum, a propriedade distributiva pela direita ocorre quando realizamos a seguinte operacao:

(3+5)x2=3%x2+5x2

Temos a mesma propriedade quando realizamos a operac¢do contraria, conhecida por "colocar o nimero em
evidéncia":

3x2+5%x2=((3+5)x2

Para matrizes, é valida a propriedade distributiva pela direita:

(B+C)A=BA+CA
A mesma propriedade ocorre quando "colocamos uma matriz em evidéncia":

BA+CA=(B+0C)A
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()

wFIQUE
ATENTO!

Vimos no tépico anterior que, para a algebra, é valida a propriedade comutativa. Portanto,
2 pode comutar com (3 + 5):

2x(34+5)=@B3+5)x2

Note, porém, que a multiplicagdo de matrizes nao goza da propriedade comutativa.
Portanto, A ndo comuta com (B + C):

AB+C)#=(B+0)A

Isso porque A(B + C) éiguala AB + AC.J4a (B + C)A éigual a BA + CA.

Elemento neutro da multiplicagdo de matrizes

Quanto temos uma matriz guadrada de ordem n (A, «5), @ multiplicacdo dessa matriz pela matriz identidade
de ordem n (I,,) corresponde a prépria matriz original:

Al=1A=A
Exemplo:
3 7 21 [1 0 O] [3 7 2
5 4 1|x|0 1 0|=|5 4 1
3 1 41 [0 0 11 I3 1 4
1 0 0] [3 7 21 [3 7 2
0 1 0|X|5 4 1|=|5 4 1
0 0 11 13 1 41 13 1 4

Traco de uma matriz quadrada

O trago de uma matriz quadrada é a soma dos elementos da sua diagonal principal. Se A é uma matriz
quadrada, entdo o seu trago é representado por tr(A4).

Exemplo:
3 7 2
A=1|5 4 1
3 1 4

tr(A)=3+4+4=11
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Propriedades do traco de uma matriz

Considere as matrizes quadradas de mesma ordem A e B e o nimero real a. O trago de uma matriz apresenta
as seguintes propriedades:

o tr(A+B)=tr(A)+tr(B)
o tr(A—B)=tr(A)—tr(B)
o tr(ad) =axtr(A)

o tr(AB) = tr(BA)

Matriz oposta

Dada uma matriz 4, a sua matriz oposta é —A.

Exemplo:
3 =7 6
A=|-5 3 1
3 1 -4
Oposta de A:
-3 —(=7) -6
—A =|—(-5) -3 -1
-3 -1 —(—4)
-3 7 -6
-A=|5 -3 -1
-3 -1 4

Matriz transposta, simétrica e antissimétrica

Matriz transposta

A transposta de uma matriz A corresponde a matriz cujas linhas foram transformadas em colunas.

e A primeira linha de 4 se torna a primeira coluna de At;
e Asegunda linha de A se torna a segunda coluna de A%;
e Aterceira linha de A se torna a terceira coluna de A¢;
e [Etc.

A representacdo da matriz transposta é simbolizada por AT ou Af. Exemplos:

0 -9
1 5

4 1

A:[O 1 4

9 5 1] A=
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3 -7 6 3 -5 3
A=|[-5 3 1| ->A"=[-7 3 1
3 1 -4 6 1 —4

Propriedades da matriz transposta
A matriz transposta goza das seguintes propriedades:
e Atransposta da transposta corresponde a matriz original:
(A =4
e Transposta do produto de uma matriz por um nimero real:
(ad)t = aAl
e Transposta do produto de matrizes:
(AB)t = B*At
e Transposta da soma:
(A+B)t=A"+B*
Matriz simétrica

Uma matriz A é dita simétrica quando ela é igual a sua transposta:

A=At
Exemplo:
3 -5 3 3 -5 3
A=|-5 3 1|-4'=|-5 3 1
3 1 -4 3 1 -4

Uma matriz é simétrica quando:

e Equadrada;e
e Os elementos simétricos com relagao a diagonal principal sao iguais.

Veja mais atentamente o exemplo anterior:
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Matriz antissimétrica

Uma matriz A é dita antissimétrica quando:

At =—A
Exemplo:
0 5 -3 0 -5 3
A=|-5 0 1|-A4'=]|5 0 —-1|=-4
3 -1 0 -3 1 0

Uma matriz é antissimétrica quando:
e E quadrada;
e Adiagonal principal é nula; e

e Os elementos simétricos com relagdo a diagonal principal sao opostos.

Veja mais atentamente o exemplo anterior:

: 2 0 10 :
: (SEDF/2017) Considerando a matrizA = (4 10 20], julgue o proximo item.

0 2 40

: 0 X -7

SeB=|1 O z ‘ e a matriz A + B for simétrica, entdox + y + z = 0.

: y 10 0

Comentarios:

: Primeiramente, vamos determinar 4 + B.

2 0 10 0 x -7
A+B=1|4 10 20[|+|1 O =z
0 2 40 y 10 0

2+0 04+x 10—7
441 1040 20+z
0+y 2+10 40+0

2 X 3
=|5 10 20+ z
y 12 40

: Para uma matriz ser simétrica, ela deve ser quadrada e os elementos simétricos com relacdo a diagonal :
: principal devem ser iguais.
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,Observ e n o vamente a matr|ZA_|_B .......................................................................................................................... .
: 2~ \x 3 :
5 10 ~ ZO + z
y 12 28

! Para ela ser simétrica, devemos ter:
x=5 x=5
20+z= 12 z= -8
logo,x+y+z=5+3+(—-8)=0.

Gabarito: CERTO.

(AFRFB/2014) A matriz quadrada 4, definida genericamente por A = q;j, é dada por a;; =0;a;, = —4;
P Qi3 =2;0y1 = X;a5; = 0;a,3 = (1 — z);a3; = y;az, = 2z e, porultimo, a;z = 0.Desse modo, para :
: que a matriz A seja uma matriz antissimétrica, os valores de a,,, a,3, as; e as, deverao ser, respectivamente, :
: iguais a:

L a)4; —2; —2; —2.
 b)4; —2; 2; —2.
Q)42 -2 -2

d) —4; —2; 2; —2.
o) —4; —2; —2; —2.
Comentarios:

: Vamos montar a matriz em questdo.

0 -4 2
A=|x 0 1-z
y 2z 0

: Para uma matriz ser antissimétrica, ela deve ser quadrada, a diagonal principal deve ser nula, e os elementos :
: simétricos com relagao a diagonal principal devem ser opostos. :

: Observe novamente a matriz A:

~—4 2
~
X 0“\\ 1—2z
~
: y 2z "9
i Para ela ser antissimétrica, devemos ter:
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2z=—-1+z
2z—z=-1
z=-1
Obtidos os valores de x, y e z, temos a seguinte matriz A:
0 —4 2 ]

x 0 1-—z
y 2z 0

0 -4 2]

A=

A=[(4 0 2

-2 =2 0

Logo, os valores de a,q, a,3, az; e az, deverao ser, respectivamente, iguais a 4,2, —2, —2.

Gabarito: Letra C.

Matriz inversa

Definicao

A inversa de uma matriz A (nota¢do: A™1) é aquela matriz que, quando multiplicada pela matriz 4, tem

como resultado a matriz identidade:

AtA=1,

Além disso, como uma matriz comuta com a sua inversa, podemos dizer que a matriz 4, quando multiplicada

pela sua inversa A~ 1, tem como resultado a matriz identidade:

AAY =1,

¢ -

”LIGA!

ATA=AA"1 =1,
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Uma matriz que nado possui inversa é denominada singular.
A ndo possui inversa <> A é singular

Caso o assunto determinantes faca parte do seu edital, veremos que uma matriz é inversivel (possui inversa)
guando o seu determinante é diferente de zero. Caso contrario, isto é, caso a matriz tenha determinante
zero, ela é singular (ndo possui inversa).

Vamos a um exemplo que pode ser cobrado em prova:

Sejad = [(1) g] Determine a matriz inversa de A.

Considere, genericamente, que At = [Ccl Z] Nesse caso:

AA_l == 12

R R

Realizando o produto de matrizes, temos:
: [1a+36 1b + 3d :[1 0
Oa+2c O0b+2d 0 1

[1a+30 1b + 3d :[1 0
2c 2d 0 1

: Como as duas matrizes sdo iguais, seus elementos sdo iguais:

la+3c=1 igigéz(l)
1b+3d=0 _, c=0
2c=0 1
: 2d =1 dzi
Sabemos que ¢ = 0. Temos que:
: la+3c=1
la+0=1
a=1
Sabemos que d =%. Temos que:
1b +3d = 0
= -3d
etureueeeuse s et e s s e R AR R AR E AR AR R s s s 2 e e s s
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(ANPEC/2018) Classifique a afirmagdo abaixo segundo a sua veracidade:
: Se uma matriz tem inversa, entdo ela € singular.
Comentarios:
: Uma matriz é singular quando ela ndo possui inversa.

Gabarlto ERRADO.

(MPE SP/2019) A inversa da matriz [i g] é:

2 [05 02

: %11 0,33

: . [3 -5

LIS

: 13 5 '
-l 2]

: . [3 -1 :
d) -5 2 ]

 [033 0.2 :
%11 05

: Comentarios:

Considere, genericamente, que A~ ! = [Ccl Z] Nesse caso:

AA_1 = 12
2 51 [a b]_|1
: [1 3]X[c d]_[o
Realizando o produto de matrizes, temos:

2a+5c 2b+5d :[1 0
la+3c 1b+3d 0 1

: Como as duas matrizes sdo iguais, seus elementos sdo iguais:

2a+5c=1
2b+5d=0
la+3c=0
1b+3d=1
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Mu|t|p||candoaterce|raequag§opor—2esomandocomapr|me|ra,temos .......................................................
: 2a+5c=1
—2a—6¢c=0
Portanto, c = —1.
Da terceira equagao, temos:
. a+3c=0
a—3=0
: a=3
Multiplicando a quarta equagdo por —2 e somando com a segunda, temos:
: 2b+5d =0
—2b—6d = -2
_ —d=-2
Portanto, d = 2.
Da quarta equagdo, temos:
: 1b+3d =1
b+6=1
b=-5
 Logo, a matriz inversa A~1 = [a bl .
c d
A7l = [_31 25] .

Gabarito: Letra B.
Propriedades da matriz inversa

Inversa da inversa

A matriz inversa da inversa de A é a propria matriz A:

A H1lt=4
Inversa da transposta X Transposta da inversa

A matriz inversa da transposta de A é igual a matriz transposta da inversa de A:

(A—l)t — (At)—l
Inversa do produto de uma matriz por um numero real

Considerando uma matriz A inversivel e um nimero real «, temos:
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Exemplo:

Inversa do produto de matrizes

Considerando duas matrizes A e B inversiveis, a inversa do produto AB é:

(AB)"'! =B~ 471
Para mais termos, segue-se a mesma légica:

(ABC)™' = Cc'B~'A7!
Matriz inversa como analogo da divisao

Pessoal, a primeira coisa que devemos saber é que nao existe a operac¢ao de divisdo para matrizes. Feita
essa observacdo, vamos entender o porqué de a matriz inversa ser o analogo da divisao.

Considere que, em um problema de dlgebra, vocé chegue na seguinte equacao:
3x =9

O que vocé faz para obter o valor de x? Ao "jogar o 3 para o outro lado da equac¢do", na verdade vocé esta
dividindo ambos os lados da equagao por 3:

3x
3

W wlw

X =

Agora vamos para um problema de matrizes. Suponha que vocé tenha as matrizes quadradas A e B e que

vocé queira determinar uma matriz X em que:

AX =B

Note que nao podemos dividir ambos os lados da equagao matricial por A, pois ndo existe a operagao de
divis3o para matrizes. Observe, porém, que podemos multiplicar ambos os lados da equagio por A~! pela
esquerda (caso a matriz A seja inversivel, isto é, caso ela ndo seja singular). Assim:

A 'Ax =A"'B
Note que, por definicdo de matriz inversa, A"1A = I. Portanto:
IX=A"'B

A matriz identidade I é o elemento neutro da multiplicacdo de matrizes e, por isso, IX = X. Logo, ficamos
com:

X=A"'B
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(SEFAZ MG/2005) A, B e C sdo matrizes quadradas de mesma ordem, n3o singulares e diferentes da matrlz
! identidade. A matriz C é igual ao produto A Z B, onde Z é também uma matriz quadrada. A matriz Z,
: portanto, é igual a:

a) A"'BC

 b) ACT1B
LAl CB
) ABC

e)C 1B 1A

: Comentarios:

()

ESTAE

DIFICIL!

Note que todas as matrizes sdo quadradas, de mesma ordem e admitem inversa (pois nao sao singulares).
A matriz C é igual ao produto AZB. Logo:
' AZB =C

Ao multiplicar ambos os lados da equag&o por A~! pela esquerda, temos:
: AT'AZB = A7IC
(A7'A)ZB=A"'C
(DZB = A~C
ZB=A"'C

Ao multiplicar ambos os lados da equagdo por B~ ! pela direita, temos:
: ZBB™'=A"'cB™!
Z(BB™Y)=A"'CB?!
Z(H)=A"'CB™!
_ Z=A4"cB?
: Portanto, a matriz Z é iguala A" CB ™.

Gabarlto Letra C.

(Pref Paulinia/2021) Considere a equag¢do matricial A%2X"1B~1 = AC, onde A, B, C e X s3o matrizes
quadradas invertiveis e de mesma ordem.
A solucdo X éigual a
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byAcic
) CAT1B
 d) A"1BC
L e)BlCA

: Comentarios:

Sabemos que todas as matrizes quadradas sdo inversiveis e de mesma ordem. Note que:
A2X 1B 1 = AC
AAX 1Bl = AC

Ao multiplicar ambos os lados da equag&o por A™, pela esquerda, temos:
ATYAAXTIBTY = ATYAC
(AT*A)AX™'B™ = (A1A)C
(DAX7'B~t = ()C
AX7'B™'=¢C

Ao multiplicar ambos os lados da equacdo novamente por A~1, pela esquerda, temos:
AT'AX'BTt=4"1C
(AtAHXx 1Bl =4"1C
(DX B 1=4"1C
X'Bl=4"1C

Ao multiplicar ambos os lados da equacao por X, pela esquerda, temos:
XX1B71 =XxA"1C
XX HBl=xA"1C
(DB~ =XxA"'C
Bl =XxA"'C

Logo:
XA =B"1

Ao multiplicar ambos os lados da equacdo por €1, pela direita, temos:
XA"lcct=p"1c!
XA YccH=p1c?
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XA Y(h=B"1c?
XA"t=pBp7tc™?

Finalmente, ao multiplicar ambos os lados da equacgao por 4, pela direita, temos:
XA™'A=B"1Cc1A
X(A™'A)=B"1c A
X(H)=B"1c14
X=B1c4A
Gabarito: Letra E.

Matriz ortogonal

Uma matriz A é dita ortogonal quando a sua inversa é igual a sua transposta:

A é ortogonal <> A™1 = At
Sabemos que, pela definicdo de matriz inversa:
AT1A=A4"1 =1
Quando a matriz A é ortogonal, uma vez que A~1 = A¢, temos:

AtA = AA =1
: (TRANSPETRO/2018) A inversa de uma matriz ortogonal é igual a sua
A) adjunta
B) adjunta transposta
c) cofatora
d) cofatora transposta
e) transposta
Comentarios:
Uma matriz é ortogonal quando a sua inversa é igual a sua transposta.

Gabarito: Letra E.

(ANPEC/1998) Uma matriz A, quadrada de dimensdo n é dita ortogonal quando A‘A = AA* = I, onde o
superescrito t denota transposicdo e [, € a identidade de dimensao n. Considere uma matriz ortogonal A de
ordem n. Classifique como certo ou errado a afirmacdo (sobre A) abaixo: :

Sua inversa e sua transposta sdo também matrizes ortogonais.
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SR .
: Comentarios:

i i

ESTAE

DIFICIL!

Note que a matriz A é ortogonal. Isso significa que:

: A1 = gt :
! Devemos responder duas perguntas: :
: o AmatrizA~! é ortogonal? :
: o Amatriz At é ortogonal? :

: Para que A~ " seja ortogonal, devemos ter que a sua inversa (A1) ! seja igual a sua transposta (A~ 1)".

A Unica informac3do que temos ao certo é que A~ = A!. Fazendo a transposta em ambos os lados da '
i equagdo, temos:

(A"t = (4h)t :
Como (4%t = A, temos:

(ADi=4 '
Observe que A = (A™1)7L. Logo: :
' (A~ )t = (4~ 1H)! :

Portanto, é verdade que A~! é ortogonal, pois a sua inversa (A~1)~! é igual a sua transposta (4~1)¢.

Como A~ é ortogonal, A também é. Sabemos, pelos dados do problema, que A~ = A*. Como ja obtemos :

que (A™H)t = (A1) 71, basta substituir A~ por A%
(A—l)t — (A—l)—l
(At)t — (At)—l

: Portanto, também é verdade que A° é ortogonal, pois a sua inversa (A*) ™! ¢é igual a sua transposta (A*)".

: Gabarito: CERTO.
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DETERMINANTES

Determinantes

Nocao basica sobre determinantes

Um determinante é um numero calculado a partir de uma matriz quadrada. Representado por duas
barras"| |".

Determinante de matriz de ordem 1

O determinante de uma matriz de ordem 1 é o préprio elemento da matriz.

Determinante de matriz de ordem 2

A=[‘; Z]—>detA=ad—bc

(Produto dos elementos da diagonal principal) — (Produto dos elementos da diagonal secundaria)

Determinante de matriz de ordem 3

Regra de Sarrus

1 12
az1 az»
1 2

Parte Negativa Parte Positiva
detA = [a11a77a33 + A120;53031 + A1302103;] — [A13022031 + a1103303; + a130;1033]

Obtencao do determinante de matrizes de qualquer ordem

Menor complementar

O menor complementar de um elemento a;; de uma matriz A é o determinante D;; da matriz obtida

eliminando-se a linha i e a coluna j da matriz 4.

Cofator ou complemento algébrico

O cofator do elemento a;; de uma matriz A € um numero representado por 4;; calculado do seguinte

modo:
Ay = (=1)™D;

Teorema de Laplace

O determinante de uma matriz A é a soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou
coluna) pelos seus respectivos cofatores.

1. Escolher uma fila (linha ou coluna), preferencialmente a que tiver mais zeros;
2. Realizar o produto de cada elemento da fila pelo seu respectivo cofator; e
3. Somar os produtos obtidos.
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Propriedades dos determinantes

¢ Teorema de Binet: det(AB) = det A X detB
e Determinante da matriz inversa: detA=1 = ﬁ

e Determinante da matriz transposta: det A* = det A

e Multiplicagao de uma fila por uma constante: ao multiplicar uma fila (linha ou coluna) de uma matriz
por uma constante k, o determinante dessa nova matriz também fica multiplicado por k.

¢ Multiplicagdo da matriz por uma constante: det(kA) = k™ detA

¢ Determinante de matriz triangular ou de matriz diagonal: o determinante é o produto dos elementos
da diagonal principal.

e Fila nula: uma matriz que apresenta uma fila (linha ou coluna) cujos elementos sdao todos zero
apresenta determinante zero.

e Filas paralelas iguais: uma matriz com filas paralelas iguais (linhas ou colunas) apresenta
determinante zero.

¢ Filas paralelas proporcionais: uma matriz com filas paralelas proporcionais (linhas ou colunas)
apresenta determinante zero.

¢ Troca de filas paralelas: ao trocarmos uma fila (linha ou coluna) de lugar com outra fila paralela, o
determinante muda de sinal.

e Combinag¢ao linear de filas: quando uma matriz apresenta uma fila (linha ou coluna) que é
combinacdo linear de outras filas, o seu determinante é zero.

Teorema de Jacobi

Ao multiplicar uma fila por qualquer nimero e somar esse resultado a uma outra fila paralela

qualquer, o valor do determinante nao se altera. Em outras palavras, podemos trocar uma fila

qualquer por uma combinacdo linear que contenha a fila original.

Regra de Chié

¢ Fazer com que o elemento a,; sejaigual a 1;

e Zerar todos os elementos da primeira linha, a exce¢do de a1, fazendo uso da primeira coluna;
* Feita a operagdo anterior, o determinante em questdo é igual ao menor complementar Dq;

» Repita o processo, se necessario, para reduzir a ordem do determinante mais uma vez.

Matriz inversa

A éinversivel <> detA # 0
A é singular <> detA =0

a=[g gl - =max
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Nocao basica sobre determinantes

Pessoal, a aplicagdo pratica de determinantes surge quando estudamos sistemas lineares, que sera visto na
sequéncia, caso faga parte do seu edital.

Nesse momento, deve-se entender que um determinante é um numero calculado a partir de uma matriz
quadrada.

Considere uma matriz A dada por A = [_41 ;] Seu determinante, como veremos adiante, € o niUmero 11.

A representacdo do determinante de A pode ser feita de duas formas:

e detd =11;0u

e X =1

()

FIQUE

ATENTO!

Vimos na se¢do de matrizes que podemos representa-las tanto com colchetes "[ ]" quanto
com parénteses "()". A matriz A, portanto, pode ser representada dessas duas formas:

A:[i g A:(—41 ;)

Ja o determinante da matriz A é representado por duas barras "| |", e o seu calculo
corresponde a um numero.

deta=|* S|=11

Determinante de matriz de ordem 1

Uma matriz quadrada de ordem 1 é uma matriz que apresenta uma Unica linha e uma Unica coluna.
Exemplo:

Aixq = [7]
O determinante de uma matriz de ordem 1 é o prdoprio elemento da matriz. Exemplos:
o A=][3] »>detd=3;

. B=[\/§]—>detB=\/§;
o (C=[-2]->detC=-2.
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Determinante de matriz de ordem 2

Para calcular o determinante de uma matriz quadrada de ordem 2, devemos realizar a seguinte operagao:

(Produto dos elementos da diagonal principal) — (Produto dos elementos da diagonal secundaria)
Considere a matriz de ordem 2 genérica, dada por A = (:. Z] Seu determinante é dado por:

det4A = ad — bc

Vamos a um exemplo numérico: A = [_41 g .

detA=[4x2]—-[3x(-1)]

=8—(-3)

(Pref. N Horizonte/2019) O numero real que verifica se o valor do determinante da matriz [3;2
al8é:

a) 54.

: b) 36.

c) 27.

d)o.

e) 3.

Comentarios:

O determinante da matriz em questao é dado pela seguinte operacao:

. (Produto dos elementos da diagonal principal) — (Produto dos elementos da diagonal secundaria)
Para que o valor do determinante seja igual a 18, devemos ter:

(x* x2x)—(4x9) =18

2x3 —36 =18
2x3 =54
x3 =27
x3 =733
X =

Gabarito: Letra E.
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Determinante de matriz de ordem 3

Para calcular o determinante de uma matriz quadrada de ordem 3, vamos utilizar a regra de Sarrus.
Considere a matriz A:

4 2 =2
A=|[3 -1 4
-5 -3 1

Para aplicar a regra de Sarrus, devemos repetir as duas primeiras colunas da matriz apds a terceira coluna:

4 2 -2 4 2
3 -1 4] 3 -1
-5 -3 11-5 -3

Nesse momento, vamos dividir o calculo em 2:

e Parte positiva;
e Parte negativa.

A parte positiva é obtida por meio das diagonais para a direita. Para obté-la, multiplicamos os elementos
dessas diagonais e somamos os valores.

[4.(—1).1 4 2.4.(=5) + (-2).3.(-3)]
=[(—4) + (—40) + 18]
= —26

A parte negativa é obtida por meio das diagonais para a esquerda. Para obté-la, multiplicamos os
elementos dessas diagonais e somamos os valores.

4
3

[(=2).(=1).(=5) + 4.4.(=3) + 2.3.1]
=[(—10) + (—48) + 6]
= —52

Para obter o determinante, tomamos a parte positiva e subtraimos a parte negativa.
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De modo genérico, temos a seguinte representacao da regra de Sarrus:

[

(CRM PR/2014) Qual deve ser o valor de X para que o determinante seja 0,5?

a)0,5
b) 1
c)1,5
d) 2
e) 2,5

det A = (Parte positiva) — (Parte negativa)

= (=26) — (=52)

= —26+52

=26

FIQUE

ATENTO!

Parte Negativa

detA = [ay;a5;,a33 + ag,a33a31 + ag3a31a3;] —

azy
az{

Regra de Sarrus

a

a

12
az;

Parte Positiva

[aizazza31 + ag1az3a3; + agpa;,a33]

Comentarios:

Vamos aplicar a regra de Sarrus no determinante em questdo. Primeiramente, devemos repetir as duas

1 3 5
2 X 6
0 1 1

primeiras colunas da matriz apds a terceira coluna:

©
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2 X 6|2 X
0 1 110 1
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Parte Negativa Parte Positiva
[1.X.1+3.6.0+5.2.1] - [5.X.0+1.6.1+3.2.1]
=[X+10] —[6+ 6]
=X-2

Portanto, o determinante em questdo é X — 2. O valor de X para que o determinante seja igual a 0,5 é:
: X—-2=05
: X=25

Gabarito: Letra E.

Obtencao do determinante de matrizes de qualquer ordem

Para que possamos calcular o determinante de matrizes de ordem superiores a 3, devemos compreender
primeiramente os conceitos de menor complementar e de cofator (ou complemento algébrico).

Menor complementar

Considere uma matriz A de ordem maior ou igual a 2.

O menor complementar de um elemento qualquer dessa matriz A é o determinante D;; da matriz

resultante ao se eliminar a linha e a coluna em gue esse elemento se encontra.

)

VATENQAO
DECORE!

Em outras palavras, o menor complementar de um elemento a;; de uma matriz A é o
determinante D;; da matriz obtida eliminando-se a linha i e a coluna j da matriz 4.

Professor, ndo entendi nada!
Calma, amigo. Essas coisas s6 se entendem com um exemplo mesmo!

Considere a seguinte matriz A:

4 2 =2
A=|[3 -1 4
-5 -3 1
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Para calcular o menor complementar do elemento a,,, isto é, para obter calcular o determinante D,,
precisamos eliminar a linha e a coluna do elemento a,.

Note que a,, = 2, e esse elemento estad na primeira linha e na segunda coluna da matriz A.

- 4
— 1

3
-5
Logo, o determinante D;, correspondente ao menor complementar de a4, é:

Dy, = |_3

Dy, = [3 x1] = [4 X (=5)]
Dy, =3 —(-20)

: (MPOG/2005) O menor complementar de um elemento genérico x;; de uma matriz X é o determinante :
que se obtém suprimindo a linha e a coluna em que esse elemento se localiza. Uma matriz Y = y;;, de
: terceira ordem, é a matrlz resultante da soma das matrizes A = (a;;) e B = (b;;). Sabendo-se que (aU)
i =(i+j)?eque b;j = i*, entdo o menor complementar do elemento y,3 € igual a:

i A)O

b)-

o=

 d)8

e) 80

Comentarios:

A matrizY é a soma as matrizes 4 e B.

Os elementos da matriz A sdo dados por a;; = (i + j)2. Logo:
g =1+1D2=4; a,=(1+2)?=9; a3 =(1+3)2=16
Ay =Q+1)%2=9; ay, =(2+2)2=16; ay = (2+3)% =25
a;;=B+1)%2=16; as, =(3+2)2=25; as3=(3+3)2=9

Portanto, a matriz A é dada por:

4 9 16
A=19 16 25
16 25 36
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b31=32=9; b32=32=9; b33=32=9

Portanto, a matriz B é dado por:

1 1 1
B=14 4 4]
9 9 9
A matriz Y é a soma das matrizes A e B:
4 9 16 1 1 1
Y=A+B=l9 16 25(+|4 4 4]
16 25 36 9 9 9
5 10 17
Y =113 20 29
: 25 34 45

: Perceba que o elemento y,; é igual a 29. O menor complementar de y,; é o determinante da matriz que
: se obtém eliminando a linha 2 e a coluna 3:

IS 10 47

25 34 45

: Logo, o determinante D3 correspondente ao menor complementar de y,5 é:

|5 10
25 34
=[5 x 34] — [10 x 25]
= —80

Gabarito: Letra C.

Cofator ou complemento algébrico

Considere uma matriz A de ordem maior ou igual a 2.

O cofator de um elemento a;; dessa matriz A € um numero representado por 4;; calculado do seguinte

modo:
— i+j
Ay = (=1D)"™Dy
Onde D;; € o menor complementar do elemento a;;.

Utilizando como exemplo a mesma matriz:
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4 2 =2
A=|[3 -1 4
-5 -3 1

Temos que o cofator do elemento a;, é dado por:
Az = (=1)'*2Dy,
Do item anterior, ja obtemos que o menor complementar D4, é igual a 23. Logo:
A, = (—1)3 x 23
A, =(—1)x23
A, =23
Portanto, o cofator do elemento a,, é A, = —23.
Teorema de Laplace

O Teorema de Laplace serve para obtermos o determinante de qualquer matriz gquadrada de ordem maior
ou igual a 2.

Vamos conceituar o teorema:
' (o)
*

V TOME
NOTA!

O determinante de uma matriz A é a soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer
(linha ou coluna) pelos seus respectivos cofatores.

Vejamos o teorema com mais detalhes. Em resumo, ele consiste em seguir 3 passos:

1. Escolher uma fila (linha ou coluna), preferencialmente a que tiver mais zeros;
2. Realizar o produto de cada elemento da fila pelo seu respectivo cofator; e
3. Somar os produtos obtidos.

Vamos realizar um exemplo para que tudo fique mais claro.

)

EXEMPLIFICANDO
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3 ........ 23 ..... 1 ................................................................................................... ,
. _|-1 2 0 8
Calcule o determinante de 4 = 5 1.0 6
2 4 0 3

Note que temos uma matriz quadrada de ordem 4. Seu determinante ndo pode ser obtido pela regra de
: Sarrus. Nesse caso, devemos seguir os trés passos do Teorema de Laplace. :

: 1. Escolher uma fila (linha ou coluna), preferencialmente a que tiver mais zeros:

: Vamos escolher a terceira coluna, pois ela apresenta trés zeros.

3 2 3 1
-1 2 o s
A=15s 9 0 ¢
2 4 0 3

2. Realizar o produto de cada elemento da fila pelo seu respectivo cofator

Lembre-se que o cofator € definido como A;; = (—1)i+jDij. Devemos, portanto, calcular os seguintes :
produtos: :

a13413 ay3433 asz3As;3 Ay3443

Calculo de a13A13
a13413 = 3 X Ay3
=3x (=1)"Dy3

3 22—
_ a1 2 8
=3x(-1) 5 _1 6
2 4 3
' -1 2 8 ;
=3|5 -1 6
2 4 3
-1 2 8
Aplicando aregrade Sarrusem | 5 —1 6|, obtém-se 197.
2 4 3
Logo:
-1 2 8
a21A21—3 5 _1 6
2 4 3
3x197
=591
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Calculo de a23A23
: Note que o elemento a,3 é zero, de modo que o produto a,3;A,; sera zero:

A3423 =0X A3 =0

: Calculo de a33A33
: Note que o elemento a3 é zero, de modo que o produto as;As; sera zero:

a33A33 == O X A33 = 0
Calculo de a44A43
: Note que o elemento a,3 é zero, de modo que o produto a,3A4,; sera zero:

a43A43 == O X A43 = 0

3. Somar os produtos obtidos

Por fim, para obter o determinante, soma-se os produtos obtidos:
detA = az;43; + azpAs; + azzAss + ag3dss
=591+0+0+0
= 591

Logo, determinante de 4 é 591.

Destaca-se a importancia de se selecionar a fila (linha ou coluna) com o maior nimero de zeros. Caso
tivéssemos selecionado outra fileira, o trabalho teria sido muito maior, pois teriamos que calcular mais
determinantes de ordem 3. Vejamos:

&

EXEMPLIFICANDO
3 ........ 23 ..... 1 ................................................................................................... ,
: -1 2 o 8
;CalculeodetermlnantedeA— = 10 6
2 4 0 3

: 1. Escolher uma fila (linha ou coluna), preferencialmente a que tiver mais zeros

: Vamos supor que tenhamos escolhido a segunda linha, que ndo é a fila que apresenta mais zeros.

3 2 3 1
-1 2 0 8
5 -1 0 6
TSSOSO N0 L S U 2 NSRS
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2. Realizar o produto de cada elemento da fila pelo seu respectivo cofator; e
3. Somar os produtos obtidos.
Nesse caso, o determinante seria calculado da seguinte forma:
detA = az14z1 + 3242, + Q23423 + Q24424
(=1).(—=1)?*D,; + 2.(=1)?*2D,, + 0. (—1)?>*3D,5 + 8.(—1)?**D,,
= Dy + 2D,, + 8Dy,

2 3 1 3 3 1 3 2 3
+ 2 4
= 10 67%s -§ o685 -1 0
4 0 3 2 0 3 2 4 0

2 31 331 3 2 3

—|-1 0 6/+2[5 0 6/+8l5 -1 0

4 03 1203 12 4 o

Aplicando a regra de Sarrus para os trés determinantes, obtém-se 81, —9 e 66, respectivamente. Portanto:
: detA =81 +2x (—9) +8 X 66
=81—-18+528
=591

Note que chegamos no mesmo resultado, porém foram necessdrias 3 aplicagcdes da regra de Sarrus.

(SEFAZRS/2014)Odeterm|nantedamatrlz ..............................................................................................................
1 2 10 5
a=ly 3 5 98

2 1 1 4

a)-

b

c)14

 d) 16

e) 28

Comentarios:

Devemos calcular um determinante de ordem 4. Para tanto, faremos uso do Teorema de Laplace.

1. Escolher uma fila (linha ou coluna), preferencialmente a que tiver mais zeros;

 Selecionaremos a quarta coluna, pos ela ¢ a fila que mais apresentazeros, :
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2. Realizar o produto de cada elemento da fila pelo seu respectivo cofator; e
3. Somar os produtos obtidos.
. O determinante de A é dado por:
detA = a14414 + Q34424 + 34434 + Q44444
=0.414+0.4,, + 1. A3y + 4444
= Az, + 4444
= (=1)3*"D;, + 4 x (-=1)*D,,
= (=1)"D34 + 4 X (=1)%Dyy
= —D34 + 4Dy,

1 2 1 1 2
2 3 1 3

2 3 1
2 -3 2

Vamos aplicar a regra de Sarrus no primeiro determinante Ds,:

Parte Negativa Parte Positiva
Dy =[1.3.1+2.1.2+1.2.1] - [1.3.2+1.1.1 + 2.2.1]
Dyy =[34+4+2]—-[6+1+4]
Dy, =9—-11
D3y = -2

Vamos agora aplicar a regra de Sarrus no segundo determinante Dy,:

2 3

Parte Negativa Parte Positiva
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Dy =[1.3.2+21.2+1.2.(-3)]—[1.3.2+1.1.(=3) + 2.2.2]
Dy, =[6+4—6]—[6-3+8]
Dy, =4-11
Dy =7

Voltando ao calculo do determinante de A, temos:

12 1 1 2 1
detA=—|2 3 1/+4[2 3 1
2 1 1 2 -3 2
= —(-2)+4x(~7)
=2-28
=26

Propriedades dos determinantes

Teorema de Binet

O teorema de Binet nos diz que o determinante do produto de duas matrizes é igual ao produto dos
determinantes das duas matrizes.

det(AB) = det A X detB
Esse teorema também pode ser aplicado para mais matrizes:

det(ABC) = det A X det B X detC

(MPE-RS/2010) Considere as matrizes M =

VR WK
BlR N
Dl wN

: Sendo Q o produto das matrizes M e P, nessa ordem, ou seja, @ = MP, o determinante da matriz Q é :
: igual a: :
: 1
fa)—
: 97180
1
240
1
C —
) 360
1
540
: 1
P e)—
: =/ 720

- b)

- d)
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: Comentarios:

Note que a questdo pede o determinante da matriz MP. N3o é necessario calcular o produto das matrizes,
: pois, pelo Teorema de Binet, sabemos que:

det(MP) = detM X detP

O determinante da matriz M é dado por:
' derm =[S |- [Exl oL L 561
TR 7275 T 127107 60 60

O determinante da matriz P é dado por:

dtP—[zxs] [le]_z 2_1 2_3—4_ 1
T E A I3 T2T3T273T 6 T 6

Logo, o determinante de Q = MP é dado por:

det(MP) = detM X detP

~(-z0)*(-3)

Gabarito: Letra C.

Determinante da matriz inversa

O determinante da matriz inversa é o inverso do determinante da matriz original.

Essa propriedade é uma consequéncia do Teorema de Binet.

: Pela definicdo de matriz inversa, temos que:
: AATT =1
Logo, o determinante do produto é:

det(4471) = det!
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: Veremos mais adiante que o determinante de uma matriz diagonal é o produto dos elementos da

: diagonal. No caso da matriz identidade, esse produtoserd 1 X 1X..X 1 = 1.Portanto,detl/ = 1.
H nvezes
(matriz de ordem n)

: Além disso, pelo Teorema de Binet, temos que det(471A) = det A x det A~ 2. Logo:

det(44™1) = det]
detAxdetd =1

Determinante da matriz transposta

O determinante da matriz transposta é igual ao determinante da matriz original.

(TRT 11/2017) Se A é uma matriz quadrada de ordem 2 tal que A = [1 , entdo o determinante da
inversa da matriz transposta de A é igual a

a)-0,20

 b)-0,40

c)-0,25

 d)-0,50

e) -1,00

Comentarios:

A questdo pergunta pelo determinante da inversa da transposta.

A - At N (At)—l
) N——
transposta inversa da transposta

: O determinante da matriz A é dado por:

detA = |; i

' =[1x1]—[3 x 2] '
=1-6
= -5
Lembre-se que det A = det A. Logo, o determinante da inversa da transposta é:
det(A) 1 = —
o8B R ek

ine 61 colll,"
112

a PETROBRAS (Engenharia de Equipamento - Elétrica) Conhecimentos Especificos Il (Calculo e Algeb
www.estrategiaconcursos.com.br




Equipe Exatas Estratégia Concursos

Aula 00
e — S ——
- ~ detA
L
K

Multiplicacao de uma fila por uma constante

Ao multiplicar uma fila (linha ou coluna) de uma matriz por uma constante k, o determinante dessa nova
matriz também fica multiplicado por k.

)

EXEMPLIFICANDO

i Exemplo: considere a seguinte matriz A.
’ B 2 ’
A= 1 3

detA=3%x3—-2%x1=7

Multiplicando uma das filas de A por 5, obtemos uma nova matriz, que chamaremos de A’. Observe que o
i determinante de A” fica multiplicado por 5. Veja: :

_[3 5x2
1 5x3

_[3 10
1 15

detA'=2x15-10x1
=45-10
= 35 -
Uma consequéncia interessante dessa propriedade é realizar a operacao inversa, removendo um fator
comum de dentro do determinante. Veja: ‘

2 10_|2 5x2/_, |3 2
115111 5x3 1.3

Multiplicacdo da matriz por uma constante

Ao multiplicar uma _matriz de ordem n por uma constante k, o determinante dessa nova matriz fica
multiplicado por k™.

det(kA) = k™ det A

ine 62 colll,"
112

PETROBRAS (Engenharia de Equipamento - Elétrica) Conhecimentos Especificos Ill (Calculo e Algeb
www.estrategiaconcursos.com.br

©




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

, Cujo determinante é 7.

Exemplo: considere a seguinte matriz A = [3

A matriz 34 é dada por:

sa=axfy gl=[307 s%al=l o

O determinante de 34 = [g g é:

det34 = [9 X 9] — [6 X 3] = 63

: Note que o novo determinante é 9 vezes o determinante original, isto é:

det(34) = 3%det4

Note que, ao multiplicar uma matriz de ordem n por uma constante k, na verdade
estamos multiplicando cada uma das suas n linhas (ou colunas) por k. Por isso, o novo
determinante acaba sendo multiplicado por:

kxkXx..xXk=k"

nvezes

(MPE SC/2022) Seja A uma matriz 4 x 4 cujo determinante é igual a 2.

O determinante da matriz 3A é igual a: :
a) 6;

b) 12;

c) 24;

d) 64;

e) 162.

"

: Comentarios:

: Sabemos que, ao multiplicar uma matriz de ordem n por uma constante k, o determinante dessa nova :
: matriz fica multiplicado por k™. :

det(kA) = k™ det A

: Como a matriz A é de ordem n = 4, temos:

det(34) = 3* det4
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det(34) = 81 x 2
det(34) = 162

(Pref Gramado/2019) Considerando que a Matriz A seja quadrada de ordem 2 e que tenha determinante
|gual a 2, o determinante da matriz 34 é:

a) 2.

: b)6.

c)o.

 d) 18

e) 54

Comentarios:

A matriz A apresenta ordem n = 2 e determinante det A = 2.

Temos que:

: det34 = 3" det A
=3%2x2
=9x?2

Gabarito: Letra E.

: (MPOG/2008) Uma matriz X de quinta ordem possui determinante igual a 10. A matriz B é obtida
: multiplicando-se todos os elementos da matriz X por 10. Desse modo, o determinante da matriz B é igual a: :

a)107°
b) 10°
c) 101°
d) 10°
e) 103
Comentarios:
A matriz X apresenta ordem n = 5 e determinante det X = 10.
A matriz B é obtida multiplicando-se todos os elementos da matriz X por 10. Logo:
B =10X
O determinante da matriz B é:
det B = det 10X
= 10" det X
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=105><10 ...................................................................................
i
Gabarito: Letra D.
Determinante de matriz triangular ou de matriz diagonal
O determinante de uma matriz triangular ou de uma matriz diagonal é o produto dos elementos da
diagonal principal. Exemplos:
3 2 8 1
0 2 2 8|_ _
° 0 0 1 6_3><2><1><3—18
0 0 0 3
3 00
e |1 5 0[=3x5%x2=30
5 7 3
1 0 0 O
0 2 0 0_ —
. 0 0 5 0_1><2><5><3—30
0 0 0 3
1 0 00
01 0 of_ _
o detl, = 0 0 1 0—1x1x1><1—1
0 0 0 1

(IF Baiano/2019) Seja A;«3 uma matriz que pode ser decomposta como o produto de outras duas matrizes :
i L3y3 € Usx3, onde L é uma matriz triangular inferior, com l;; = [,, = l33 = 1, e U, uma matriz
: triangular superior, talque A = L.U

5 2 1 Ly 0 0 Uyp Uz Ugs
<3 1 4) == <l21 l22 0 )( 0 Uz u23>
113 31 l32 33 0 0 us3

Calcule o determinante da matriz U.
a)detU = —13

: b) det U = —9

c)det U = —2

d)detU =3
e)detU =5

Comentarios:
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: Note que A = LU. Pelo Teorema de Binet, temos:

detA = detLU
detA = detL X detU

: Isolando det U, ficamos com:

detA

il detU
detA

detU = detl

Como L é uma matriz triangular inferior, deu determinante é o produto dos elementos da diagonal
: principal. :
: detL = Iy, X Ly, X Ly
=1x1x1
=1

: A é uma matriz 3 X 3 conhecida. Para obter o seu determinante, podemos utilizar a regra de Sarrus.

Parte Negativa Parte Positiva
detA=[5.1.3+2.41+1.3.1]-[1.1.1+5.4.1+ 2.3.3]
=[154+8+ 3] —[1+ 20+ 18]

=26 —39

: =-13

Logo:

: detU=detA=_—13=—13
detlL 1

Gabarito: Letra A.

Fila nula

Uma matriz que apresenta uma fila (linha ou coluna) cujos elementos sdao todos zero apresenta
determinante zero. Exemplos:

* I3 ol=0
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1 4 -3
e |0 0 0(=0
5 V11 7w
3 2 0 1
-1 2 o0 8l_
*ls -1 0 679
2 4 0 3

Filas paralelas iguais

Uma matriz com filas paralelas iguais (linhas ou colunas) apresenta determinante zero. Exemplos:

1 1) _
'33|‘0
4 4 4
e |4 4 4|=
5 V11 «
1 2 1 1
1 2 1 8|_
* 11 11 679
1 4 1 3

Filas paralelas proporcionais

Uma matriz com filas paralelas proporcionais (linhas ou colunas) apresenta determinante zero. Exemplos:

1 3| _ . . .
* 3 9| = 0, pois a segunda coluna é 3 vezes a primeira coluna.
1 2 3
e |05 1 1,5[=0, poisa primeira linha é o dobro da segunda linha.
5 V11 =&
4 2 20 1
° 12 5 8_ 0, pois a terceira coluna é 5 vezes a primeira coluna
2 -1 10 6 ! ’
3 4 15 3

Troca de filas paralelas

Ao trocarmos uma fila (linha ou coluna) de lugar com outra fila paralela, o determinante muda de sinal.

N

3 2 3 3 3 2
-1 2 3/=20 - |-1 3 2|=-20
5 -1 1 5 1 -1

Professor, e se trocarmos as filas de novo?
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Nesse caso, o sinal muda novamente!

4 2 7 1 3 4 4 3 3 4 4 3

1 2 5 1 _ 1 2 5 1I~_ _ 2 -1 1 6

2 -1 1 6 )‘ 271 - 2 -1 1 6>_ 271 = |y 5 5 q|7271

3 4 4 3 4 2 7 1 4 2 7 1
............................................................................ T \
: (MPE SC/2022) Considere as matrizes A = d e f] eB = [2d f 3e].
H g h k 2g k 3h

Sendo det(A) e det(B) os determinantes das matrizes A e B, respectivamente, tem-se que:
: a) det(A) = 6 x det(B);

: b) det(A) = —6 x det(B);

o) det(B) = 6 x det(4);

: d) det(B) = —6 x det(A);

o) det(A) = det(B).

Comentarios:

ESabemos que, ao multiplicar uma fila (linha ou coluna) de uma matriz por uma constante k, 05
determlnante dessa nova matriz também fica multiplicado por k. :

Uma consequéncia interessante dessa propriedade é realizar a operacdo inversa, removendo um fator
: comum de dentro do determinante.

Veja que:
: 2a ¢ 3b
det(B) = (2d [ 3e
29 k 3h
a c 3b
det(B)=2x|d f 3e
g k 3h
: a c b :
det(B)=2x3x|d f e
g k h
a c b
det(B)=6x|d f e
g k h
X
: a c b
Note que x = |d f e| é muito parecido com det(A). A diferenca é que a segunda e a terceira coluna :
g k h

estdo trocadas.
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Sabemos que ao trocarmos uma fila (linha ou coluna) de lugar com outra fila paralela, o determinante :
: muda de sinal. Logo:

p

det(B) = —6 X det (A)

a c b a b c

d f el=x—- d e f = —X

g k h g h k

: AV det(4)
Portanto:
' det(4) = —x
x = —det(4)

Consequentemente, temos que det(B) é dado por:
; a c b
det(B)=6x|d f e

g k h

Gabarito: Letra D.

Combinacao linear de filas

Primeiramente, vamos entender o que é uma combinacao linear.

Podemos dizer a primeira linha L; de uma matriz, por exemplo, é combinacdo linear de outras linhas L, L
e L, quando existem valores reais a, b e c tais que:

Ll = aLZ + bL3 + CL4

Exemplo: considere a matriz A abaixo:

1 2 1
A=|[3 7 5
6 13 8

Note que a terceira linha L; = [6 13 8] é uma combinagdo linear da primeiralinhaL; =[1 2 1]e
dasegundalinhal, =[3 5 7], poisL; = 3L, + L,.

Vejamos:
3L, + L,
=3[1 2 1]+[3 7 5]
=[3 6 3]+[3 7 5]

=[6 13 8]
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Também podemos ter combinagdes lineares com colunas. Considere a seguinte matriz B:

4 2 7 11
|1 2 5 9
B= 2 1 1 3
3 4 4 12

11 2
Note que a quarta coluna C, = [ g ‘ é combinagado linear da segunda coluna C, = % e da terceira coluna
12 4

g

, pois C4 = 2C, + C5. Vejamos:

S =01 g

2C, + Cy

I

PN E N RN N
+

DR g

—

Entendida a ideia de combinacdo linear entre linhas e entre colunas, devemos saber que quando uma
matriz apresenta uma fila (linha ou coluna) que é combinagdo linear de outras filas, o seu determinante é
zero.

Nos exemplos em questdo, a matriz A e a matriz B apresentam determinantes nulos.

................................................................................. 5_1 ..... _21 ........................................................................ ,
. _|1-1 2 =3 1
(TJ PR/2009) Calcule o determinante de A = 4 -4 —g 3
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:d)5
Comentarios:
E ai, concurseiro? Vai aplicar o Teorema de Laplace nesse determinante 4x4? Negativo!

Note que a linha 1 é a soma da linha 3 com alinha4,isto é, L; = L3 + L,.

5 -1 -2 1
-1 2 -3 1
4=14 -4 -6 3

1 3 4 -2
Como temos uma linha que é combinacdo linear de outras duas, o determinante é zero.

Gabarito: Letra C

Teorema de Jacobi

O Teorema de Jacobi é uma ferramenta poderosissima. Isso porque esse teorema nos permite manipular
os determinantes de modo a aplicar as propriedades vistas até entdo.

Esse teorema nos diz que ao multiplicar uma fila por qualquer nimero e somar esse resultado a uma
outra fila paralela qualquer, o valor do determinante nao se altera.

Em outras palavras, podemos trocar uma fila qualquer por uma combinacdo linear que contenha a fila
original.

Vejamos um exemplo:

: Calcule o determinante da matriz A =

: Note que temos um determinante de ordem 4. Poderiamos aplicar o Teorema de Laplace diretamente :
: para resolver o problema, porém note que seria bastante trabalhosa a resolugdo, visto que ndo temos uma :
: fileira com trés zeros.

: Para resolver o determinante, vamos fazer "surgir alguns zeros" com o Teorema de Jacobi. Lembre-se que :
: ao multiplicar uma fila por gualquer nimero e somar esse resultado a uma outra fila paralela qualquer, o :
: valor do determinante nao se altera. :

Primeiramente, vamos multiplicar a primeira coluna (C;) por (—2) e somar a segunda coluna (C5).
Em outras palavras, vamos substituir C, por C, + (—2)C;.

: Para facilitar a comunicagdo, vamos descrever essa substitui¢do assim: C, « C, — 2C5.
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e iﬁﬁ ....................................................................................................................
1 2 1 2 1 0 1 2
4 8 1 3|24 0 1 3
3 7 1 2 - 3 1 1 2
1 2 1 3 1 0 1 3

Note também que podemos substituir C, por C,+ (—2)Cs3, isto é, podemos realizar a operagéoé
C4_ — C4 - 363 :

x(-2)

: 1 01 2 1 01 0
4 0 1 3 C4(—Cé—ZC3 4 0 1 1
3 1 1 2 3 1.1 0
1 0 1 3 1 0 1 1
Observe que o determinante da matriz original corresponde a:

1 0 1 0

4 0 1 1

3110

1 0 1 1

Note que agora podemos aplicar o Teorema de Laplace com mais facilidade. Ao selecionar a segunda
: coluna, temos que o determinante € dado por: :
g detA=0xA4;,+0X A, +1X A3, +0 XA,
= 1 X A32

= (—1)3+2D32

1 1 0

: 1 11

1 1 0

=—4 1 1

1 1 1

Vamos aplicar a regra de Sarrus no determinante.
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D32=[111+111+041]—[011+111+141] ........................................ .
l D32 =2 - 5
D3y = =3
: 110
: NotequedetA=—(4 1 1| Portanto:
11 1
detA = —(—3)
R AELAZ3 s
Regra de Chid

A Regra de Chié é uma regra que permite com que um determinante tenha a sua ordem reduzida. Trata-se
de uma aplicacdo do Teorema de Jacobi.

Vamos ver a aplicagdo da regra na pratica. Considere o determinante abaixo:

_w s W
N NN
N R R
W NW N

O primeiro passo e fazer com que o elemento a,, seja igual a 1. Realizando a operagao C; < C; — 2(C5,
temos:

%x(-2)

3 2 1 2 1 2 1 2
4 8 1 3|G<ti26s] 2 8 1 3
3 7 1 21 1 7 1 2
1 2 2 3 -3 2 2 3

A partir desse momento, devemos zerar todos os elementos da primeira linha, a exce¢ao do elemento
a1, fazendo uso da primeira coluna.

Para tanto, vamos realizar as seguintes substituicdes, nessa ordem:
L C2 — C2 - 2C1,

° C3 — C3 - Cll. e
L C4 — C4 - 261.
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1 0 1 0 1 0 1 2 1 0 0 2 1 0 0 O
4 0 1 1|CC20| 2 4 1 3|GGGl 2 4 —1 3 |¢G20] 2 4 -1 -1
3 1.1 0 - 1 5 1 2 - 1 5 0 2 - 1 5 0 O
1 0 1 1 -3 8 2 3 -3 8 5 3 -3 8 5 9

Ficamos com:

RN R
Ul ©
|
[
|
—_

-3
Ao aplicar o Teorema de Laplace na primeira linha, temos:
detA = ay1411 + a12412 + a43413 + A14414

Como na Regra de Chié temos o sempre o elemento a;; = 1 e os demais elementos da primeira linha
iguais a zero, ficamos com detA = D,;:

detA = 1A11 + 0A12 + 0A13 + 0A14_

detA - All
detA = (_1)1+1D11
detd = D11
4 -1 -1
detA=1|5 0 0
8 5 9

Veja, portanto, que a Regra de Chié reduziu a ordem do determinante de 4 para 3, pois tinhamos o
seguinte determinante:

3 2 1 2
4 8 1 3
3 7 1 2
1 2 2 3
Esse determinante foi reduzido a:
4 -1 -1
5 0 0
8 5 9

Poderiamos continuar utilizando a Regra de Chié para reduzir a ordem do determinante de 3 para 2.
Porém, como ja temos um determinante de ordem 3, podemos aplicar a regra de Sarrus.

Parte Negativa Parte Positiva
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(4.0.9+(—-1).0.8+(—1).5.5] — [(—1).0.8 +4.0.5 + (—1).5.9]
=[0+0—25]—[0+0—45]
= —25+45
=20
Em resumo, a Regra de Chid consiste nos seguintes passos:

e Fazer com que o elemento a4 sejaigual a 1;

e Zerar todos os elementos da primeira linha, a exce¢ao de a;¢, fazendo uso da primeira coluna;
e Feita a operagao anterior, o determinante em questao é igual ao menor complementar D4;;

e Repita o processo, se necessario, para reduzir a ordem do determinante mais uma vez.

Nesse momento, vamos resolver uma questdo que ja fizemos por Teorema de Laplace, dessa vez por meio
da Regra de Chié.

1 2 1 0
A=% —33 % (1)é
E 2 1 1 4
i a)—32
 b) —26
c) 14
 d) 16
e) 28
Comentarios:

Temos um determinante de ordem 4. Dessa vez, vamos utilizar a Regra de Chié.

Fazer com que o elemento a4 sejaigualal

Note que o elemento a4 ja éigual a 1.

Zerar todos os elementos da primeira linha, a excecdo de a4, fazendo uso da primeira coluna

Para tanto, vamos realizar as seguintes substituicdes, nessa ordem:

Cz <—C2—2C1,‘e
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gro T T T
2 3 1 0|C 222 -1 1 oG -1 -1 0
2 -3 21 B 2 =7 2 1 - 2 =7 0 1
2 1 1 4 2 -3 1 4 2 -3 -1 4
Observe que o determinante ficou reduzido a:
: 1 0 0 0
2 -1 -1 0
2 =7 0 1
2 -3 -1 4

Feita a operacao anterior, o determinante em questao é igual ao menor complementar D,

+—0 6—-8
— 1 -1 0
detd = 7 0 1
-3 -1 4
-1 -1 0
detA=|-7 0 1
-3 -1 4

Aplicando a regra de Sarrus, temos:

Parte Negativa Parte Positiva
detA =[(-1).0.4+ (-1).1.(-3)+ 0.(=7).(—1D)] —[0.0.(-3) + (—1).1. (1) + (—1).(—=7).4]
detA=[0+3+0]—-[0+1+28]
detA =3-129
detA = —-26

O determinante da matriz 4, portanto, é igual a —26.

Gabarito: Letra B.

Matriz inversa

No tépico de matrizes, definimos que a inversa de uma matriz A é aquela matriz que, quando multiplicada
pela matriz A, tem como resultado a matriz identidade:

AATY = AT1A =1,
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Agora que sabemos como calcular determinantes, vocé precisa saber que uma matriz A é inversivel (ou
invertivel) quando o determinante é diferente de zero, isto é:

A éinversivel & detA # 0

Vimos também que uma matriz que nao é inversivel é denominada singular. Nesse caso:

A é singular <> detA =10

Para uma matriz 2 X 2, temos uma férmula para encontrar a matriz inversa. Considerando uma matriz

A= [ccl Z] ela admite inversa quando det A # 0 e sua inversa é:

_ 1 d -b
A 1:detAx[—c a]

_ 1 d -b
A 1:ad—bcx[—c a]

Vamos resolver dois exercicios sobre matriz inversa:

......................................................................... R .
: (SEDF/2017) Considerando a matrizA = (4 10 20], julgue o proximo item.
0 2 40

: A matriz A é inversivel.
: Comentarios:
: Vamos calcular o determinante de A. Se o valor for diferente de zero, entdo a matriz é inversivel.

Aplicando a regra de Sarrus, temos:

4 10

Parte Negativa Parte Positiva
detA =[2.10.40 +0.20.0 + 10.4.2] — [10.10.0 + 2.20.2 + 0.4.40]
detA = [800+ 0 + 80] — [0 + 80 + 0]
detA = 880 — 80
detA = 800
Como o determinante é diferente de zero, trata-se de uma matriz inversivel.

Gabarito: CERTO.
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................................ s L .
: (MPE SP/2019) A inversa da matriz [1 3 é:
a) 0,5 0,2
%711 0,33
. [3 -5
LI
: 13 5 '
Il 2]
: 73 -1 '
d -5 2 ]
e [033 0.2 :
L1 05

: Comentarios:

: Resolvermos essa questdo no capitulo sobre matrizes. Dessa vez, vamos utilizar a férmula apresentada.

: Temos que a inversa de uma matriz A = [‘Z 3] é dada por:

_ 1 d -b
A 1:detAx[—c a]

: A matriz em quest3o é B = [i g], e seu determinante é:

detB=[2x3]-[5x1]=1

: Ainversade B é:

1 _
B = et % 25]

B_1=%—31 _25]
B_l_[_31 _25]

Gabarito: Letra B.

Para finalizar a parte tedrica de determinantes, vamos resolver uma questdo que envolve diversas
propriedades aprendidas.
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: (Pref. Gov. Celso Ramos/2017) Considere as proposigdes:

-2 7 13 -21

t -2 1 5 8 |_
;I) 0 0 2t 11|73
: 0 0 0 3

f 1/2 w 13 25
-7 5 6 3
1y o o of=0
21 -8 -4 -3

-1 2 -3 5
4 1 =2 9
6 -3 4 -1
10 —-11 -7 6

: III) AmatrizA = é singular, isto é, ndo possui inversa.

: x 1 =2 :
: IV) O conjunto solugdo da equagdo |3 2 —1|+ |_12 i| = 0 possui dois elementos cujo produto é :
: 4 1 :

igual a —2.

| Esta(30) CORRETA(S) a(s) proposicio(des):
a)Apenas as alternativas | e Il estdo corretas.
b)Apenasll e IV.

c)Apenas a alternativa Il esta correta.

d)Apenas |, lll e IV.

e)Apenas i, lll e IV.

Comentarios:

Vamos analisar cada proposi¢ao individualmente.
1) ERRADA.

: Veja que o determinante apresentado de assemelha muito a uma matriz triangular superior, exceto pelo :
: elemento a,; = —2: :

-2 7 13 =21

-2 1 5 8
0 0 27! 11
0 0 0 3

: Para resolver transformar esse determinante em um determinante de matriz triangular, podemos aplicar o :
: Teorema de Jacobi realizando a substitui¢cdo L, « L, — L;. :

-2 7 13 -21 -2 7 13 -21
-2 1 5 8 |Le<l2-la| 0 -6 -8 29
0 0 27t 11 B 0 0 27t 11
0 0 0 3 0 O 0 3

: O determinante resultante corresponde ao determinante de uma matriz triangular superior.
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frrm— 0 ,
0 -6 -8 29(_ B 1) _
O 11—(2)><(6)><(2 X3 =18
0 o 0 3

Logo, o item estd errado, pois o determinante em questao é 18.

: 1) CERTO.
Trata-se de um determinante que apresenta uma fila nula. Portanto, o determinante é nulo.

1/2 m 13 25
-7 5 6 3|_,
0 0 0 0
21 -8 -4 -3

: 1l1) CERTO.

: Para a matriz em questdo ser singular, o determinante deve ser zero.

Note que temos uma fila é combinacio linear de outras duas, pois L3 = (—2)L1 + L2. Portanto, o
determinante de 4 é nulo e, consequentemente, trata-se de uma matriz singular. :

-1 2 -3 5
_ 4 1 -2 9
A= 6 -3 4 -1
10 -—-11 -7 6
 IV) CERTO.
x 1 =2
Primeiramente, vamos aplicar a regra de Sarrusem |3 2 —1{.
: 4 1 x
3 2
Parte Negativa Parte Positiva

= [x2.x+1.(-1).4+ (=2).3.1] = [(=2). 2.4 + x. (=1).1 + 1.3.x]
=[2x2—-4—-6]—[-16 — x + 3x]
= [2x% — 10] — [2x — 16]
=2x2-2x+6

: Agora vamos calcular o determinante |_12 i|

|7 2| =1-2)x 4] - [2x 1] = -10
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g"B}S'E't'é}}'t'éf};'éaﬁé}é};'r"e'aljé'r'i'éié"é ................................................................................................................................ .
: x 1 =2 :
3 2 -1 +|_12 i=0
4 1

(2x2 = 2x +6) + (—10) = 0
2x2 —2x—4=0

Da teoria de equacgdes do segundo grau, sabemos que o produto das raizes é 2 Logo:

c -4 5
Xy XXy =—=—=—
1] 1]
: O item, portanto, esta correto.
i Por fim, temos que apenas os itens Il, lll e IV estdo certos.

Gabarito: Letra E.
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Aula 00
QUESTOES COMENTADAS — CEBRASPE
Matrizes

Texto para as préximas questoes

Um importante algoritmo para a resolucdo de problemas que envolvem matrizes (por exemplo, resolugao :
de sistemas lineares, cdlculo da matriz inversa, determinantes etc.) consiste em efetuar operacgdes
elementares sobre as linhas da matriz. Essas opera¢des incluem multiplicagdao de uma linha da matriz por
um numero ndo nulo; adigdo a uma linha de um multiplo de outra linha; permutagdo de linhas. Com relagdo

: 1 0 -2 :
: a essas operagdes, considere a matriz B obtida da matriz 4 = (2 -1 —2) depois de efetuada a seguinte :
: 2 -1 -1

sequéncia de operag¢des elementares: substituicdo da linha 3 pela linha 3 menos a linha 2; substituicdo da
: linha 2 pela linha 2 menos duas vezes a linha 1. Com base nessas informacdes, julgue o item que se segue,
acerca da matriz B.

1. (CESPE/CBM DF/2011) Na linha 3 da matriz B, ha apenas um elemento nulo.

2. (CESPE/CBM DF/2011) A soma dos elementos da linha 2 da matriz B é igual a 1.
Comentarios:

Vamos obter a matriz B por meio das operagdes propostas. Primeiramente, temos:

1 0 =2
A= <2 -1 -2
2 -1 -1

e Substituicao da linha 3 pela linha 3 menos a linha 2.
1 0 -2
A, = ( 2 -1 -2 )
2-2 -1-(-1) -1-(-2)

1 0 -2
0 0 1

e Substituicdo da linha 2 pela linha 2 menos duas vezes a linha 1.

1 0 -2
B=<2—2X(1) -1-2x(0) —2—2><(—2)>
0 0 1

1 0 -2
B=<O -1 2)
0 O 1
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Questao 01

Veja que na linha 3 da matriz B ha dois elementos nulos. O gabarito, portanto, € ERRADO.

Questao 02

A soma dos elementos da linha 2 da matriz B é:
0+(-1H)+2=1
O gabarito, portanto, é CERTO.

Gabarito: 01 - ERRADO. 02 - CERTO.

3. (CESPE/PC-DF/2013) Considere que a empresa X tenha disponibilizado um aparelho celular a um
empregado que viajou em missao de 30 dias corridos. O custo do minuto de cada ligagao, para qualquer
telefone, é de RS 0,15. Nessa situag¢do, considerando que a empresa tenha estabelecido limite de R$ 200,00
e que, apos ultrapassado esse limite, o empregado arcara com as despesas, julgue o item a seguir.

Considere que, em uma nova missao, o preco das ligacdes tenha passado a depender da localidade, mesma
cidade ou cidade distinta da de origem da ligagdo, e do tipo de telefone para o qual a ligacdo tenha sido

feita, celular, fixo ou radio. As tabelas abaixo mostram quantas liga¢oes de cada tipo foram feitas e o valor
de cada uma:

celular fixo radio
mesma cidade 6 3 |
cidade distinta 7 | 3

Tabela I: numero de ligagoes realizadas por tipo de telefone

mesma cidade cidade distinta
celular 0.20 0,50
fixo 0.15 0,30
ridio 0.20 0,20

Tabela II: prego de cada ligacdao, em reais

6 3 1 0,20 0,50
Nessas condicdes, se A = [7 1 3] for a matriz formada pelos dados da tabelal,e B = (0,15 0, 30]
0,20 0,20

for a matriz formada pelos dados da tabela Il, entao a soma de todas as entradas da matriz A X B serd igual
ao valor total das ligagOes efetuadas.
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Comentarios:
O preco total a ser pago seria dado pelo seguinte:

Mesma cidade: 6 X 0,20 + 3 x 0,15 + 1x 0,20 = 1,85
Cidades diferentes: 7 X 0,5 + 1 x 0,30 + 3 x 0,20 = 4,40
Total: 1,85 + 4,40 = R$ 6,85

Porém, na multiplicacdo de matrizes, vamos ter o seguinte resultado:

0,20 0,50
[? i ;><[0,15 0,30
0,20 0,20

_[6x0,20 + 3x0,15 + 1x0,20 6x05+ 3x0,30 + 1x0,20
~17%x0,20 + 1x0,15 + 3x020 7x05+ 1x0,30 + 3x0,20
B [1,85 4,10
12,15 4,40

Vemos que apenas a diagonal principal possui valores condizentes com o anterior, enquanto a diagonal
secundaria corresponde a cobrangas cruzadas, isto é, cobrar o preco de ligacdes de mesma cidade para
ligacdes em cidades diferentes, e vice e versa.

Assim, o valor total das ligagoes efetuadas sera o traco da matriz, isto é, a soma dos elementos da diagonal
principal. Nao se trata da soma de todos os elementos da matriz.

Gabarito: ERRADO.

2 0 10
4. (CESPE/SEDF/2017) Considerando a matriz4 = |4 10 20], julgue o préximo item.
0 2 40

SeC = [C;],1<i,j <3, talque C = A?, entdo C,3-Cy, > 500.

Comentarios:

Temos que:
C = A?
=AXA
2 0 10 2 0 10
=14 10 20|X[4 10 20
0 2 40 0 2 40

A questdo pergunta pela subtracdo de dois elementos da matriz C: C,3 — C,,. Note que ndo precisamos
obter a matriz inteira. Lembre-se que:
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O elemento da linha i e da coluna j da matriz-produto C é obtido por meio da linha i da
primeira matriz e da coluna j da segunda matriz.

Para obter o elemento C,,, faremos uso da segunda linha da primeira matriz e da segunda coluna da

segunda matriz.
2 0 10 2 0 10
4 10 20|x|[4 10 20

0 2 401 10 2 40

Crp=4X0+10x10+ 20 x 2 = 140

Para obter o elemento C,3, faremos uso da segunda linha da primeira matriz e da terceira coluna da
segunda matriz.

2 0 10 2 0 10
4 10 20({x|4 10 20
0 2 40 0 2 40

C3 = 4%x10+10x20+ 20 x40 = 1.040

Portanto, C,53 — Cy; = 1040 — 140 = 900. Trata-se de um nimero maior do que 500.
Gabarito: CERTO.

5. (CESPE/IBAMA/2013) Julgue o item subsequente, relacionado a problemas aritméticos, geométricos e

matriciais.

Considere que A e B sejam matrizes distintas, de ordem 2 X 2, com entradas reais e, em cada matriz, trés
das quatro entradas sejam iguais a zero. Além disso, considere também que
AXA =B X B =A X B = 0, em que 0 é a matriz nula, isto é, a matriz em que todas as entradas

sao iguais a zero. Nesse caso, necessariamente,A = OouB = 0.

Comentarios:

o0

ESTAE

DIFICIL!

Temos duas matrizes A e B de ordem 2 em que ao menos trés dos quatro elementos (entradas) é igual a
zero. Além disso, O é a matriz nula (de ordem 2).
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Em resumo, a questao pergunta o seguinte:

AA =0
Se {BB = 0, entdo necessariamente 4 ou B é a matriz nula?
AB =0

Pessoal, para responder a essa pergunta, devemos utilizar um contraexemplo.

Considere A = [0 1] eB = [0 2

0 0 0 orF
aa=[g olx[o ol=l00t00 01100=l0 ol=0
5=[y ol*[o ol=[00+00 02100 =l0 ol=0
18=[5 ol*ls ol=lo0400 02+00=lo ol=0

Note que encontramos duas matrizes A e B que desmentem a afirmacdo do enunciado, pois temos
AA = BB = AB = 0 com A e B diferentes da matriz nula. O gabarito, portanto, ¢ ERRADO.

Gabarito: ERRADO.
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QUESTOES COMENTADAS — CEBRASPE

Determinantes

1. (CESPE/PETROBRAS/2024) Uma distribuidora comprou x unidades de barris de petréleo, por RS 415 o
barril, e y unidades de m® de gas, por R$ 2 0 m3, pagando um valor total de R$ 23.695.000. A quantidade
de unidades dos dois produtos comprados totalizou 490.000 unidades.

Acerca dessa situacao hipotética, julgue o item a seguir.

415 2

e 1 -2 ]

A inversa da matriz dos coeficientes C = [ édadaporC™1 = [_1 415

Comentarios:
Pessoal, originalmente essa questdo era composta por diversos itens, sendo este um dos itens a ser julgado.
Por curiosidade, matriz dos coeficientes é um termo que sera aprendido em Sistemas Lineares, caso seja

pertinente para sua prova.

Nesse momento, como estamos em uma aula de Matrizes e Determinantes, vamos nos ater somente ao

item em questao, verificando se a inversa da matriz dada corresponde ou ndo a [_11 4_125 .

Temos que a inversa de uma matriz C = [‘: Z] ¢é dada por:

1 _
= detC % [—dc ab]

[415 2

1], e seu determinante é:

A matriz em questdo é C =
detC = [415 x 1] — [2 x 1]
=415-2
=413

Temos que:

1 1 -2
-1 __
_detCX[—l 415

1 1 -2
-1 _
=213 % [—1 415

ine 87 colll,"
112

PETROBRAS (Engenharia de Equipamento - Elétrica) Conhecimentos Especificos Ill (Calculo e Algeb
www.estrategiaconcursos.com.br

©




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

1 2
c-1= 413 413
1 415
413 413
Logo, a matriz inversa nao corresponde a [ —2 ]
’ -1 415

Gabarito: ERRADO.

2. (CESPE/PETROBRAS/2023) Considerando uma matriz A, .3, uma matriz B33 € uma matriz C3,., julgue
o item a seguir.

E possivel calcular os determinantes das matrizes 4 e C, porém n3o o da matriz B.
Comentarios:
S6 é possivel calcular determinantes de matrizes quadradas, que sdo matrizes que apresentam o mesmo

numero de linhas e colunas. Note que:

e A,,3 ndao é uma matriz quadrada, pois apresenta 2 linhas e 3 colunas;
e B3,3 é uma matriz quadrada, com 3 linhas e 3 colunas; e
e (34, ndo é uma matriz quadrada, pois apresenta 3 linhas e 2 colunas.

Portanto, é possivel calcular o determinante da matriz B, porém nao é possivel para as matrizes A e C.

Gabarito: ERRADO.

3.(CESPE/IFF/2018) Considere que k seja um numero real e que o determinante da matriz B = [3 k seja

3 9
igual a 27. Nesse caso, se A = [g _61] entdo o determinante da matriz B — A, sera igual a:

a) 30.

b) 0.

c) 3.

d) 6.

e) 10.

Comentarios:

O determinante de B é dado pelo produto dos termos da diagonal principal menos o produto dos termos da
diagonal secundaria:

detB = |§ ’;

27 =[3x9] — [k x 3]
27 =27 -3k
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Logo, a matriz B é dada por:

3 0
39

o= |

A matrizB — A é:

s-a=[3 o-[5 %]
_3-3 0-(-1
_E—9 9-6

_ [ 0 1]
-6 3
Novamente, para calcular det(B — A), devemos realizar produto dos termos da diagonal principal e subtrair
o produto dos termos da diagonal secundaria:

““B‘M=Li ;

det(B—A) =[0x3]—[1Xx(—6)]
det(B—A) =0—(—6)
det(B—A) =6
Gabarito: Letra D.

4.(CESPE/SEDUC AL/2018) Julgue o item que se seguem, relativos a matrizes e sistemas lineares.

. . . .o _[a 1 o -1 .
Se a é um numero real e se o determinante da matriz P = [0 a_ 1] +2 [_1 1 ] for igual a zero,

entaoa = —2oua = 1.
Comentarios:

A matriz P é dada por:
P=y old*2l5 T

0 —
:E ai1y+bi?—n Z;if)

=B a1J+L$ ;ﬂ
_[a+0  1-2
0—2 a—1+2

=L$ Jf1

Temos que:
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detP =0
a -1
-2 a+1
[ax(a+D]-[(-1)x(-2)]=0
a’?+a-2=0

=0

Note que as raizes dessa equac¢ao do segundo grau em a sao de fato —2 e 1, pois:

(=2)2+ (=2)—2=0
12+1-2=0

Logo, se detP = 0, devemostera = —2oua = 1.

Gabarito: CERTO.

1 2 2 x 1 b4
5.(CESPE/ABIN/2010) Considerando a matriz A={2 0 2|eosvetoresX=|x 2|eb=|by |
3 4 5 x 3

julgue o item a seguir.

O determinante de A é igual a - 1.
Comentarios:

Aplicando a regra de Sarrus no determinante de A, temos:

detA=[1.0.5+2.2.3+2.2.4] —[2.0.3+1.2.4 + 2.2.5]

=[0+ 12+ 16] — [0 + 8 + 20]

=28 —28
=0
Gabarito: ERRADO.
2 0 10
6. (CESPE/SEDF/2017) Considerando amatrizA = |4 10 20|, julgue o préximo item.
0 2 40

1 ~ . , .
SeB = EA' entao o determinante de B é maior que 200.
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Comentarios:

Pessoal, para resolver esse problema, podemos obter a matriz B e calcular o seu determinante diretamente
pela regra de Sarrus.

Ocorre que, na prova que cobrou essa questao, houve a necessidade de calcular o determinante de A. Entao,
para responder ao item, vamos obter det(A) e em seguida obteremos o det(B) a partir de det(4).

Aplicando a regra de Sarrus no determinante de A, temos:

Parte Negativa Parte Positiva
detA =[2.10.40 + 0.20.0 + 10.4.2] — [10.10.0 + 2.20.2 + 0.4.40]
detA = [800 + 0 + 80] — [0 + 80 + 0]
detA =880 — 80
detA = 800

Sabemos que, ao multiplicar uma matriz de ordem n por uma constante k, o determinante dessa nova
matriz fica multiplicado por k™.

det(kA) = k™ detA
Logo:

1
det B = det (EA)
1\3
= (E) X det A
= ! x 800
8

=100

Portanto, o determinante de B é menor do que 200.

Gabarito: ERRADO.

1 1 0
7.(CESPE/SEDUC CE/2013/Adaptada) Considerando amatriz4A = |1 0 O], o determinante de A* é igual
1 0 2
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a) —16.
b) 0.

c) 16.
d) 20.
e) 81.

Comentarios:
Temos que:
det(4*) = det(A X A X A X A)
Pelo Teorema de Binet, temos:
det(4*) = (detA) X (detA) X (detA) X (det A)
det(4*) = (detA)*
Portanto, para obter o determinante de A*, precisamos obter o determiante de A e elevar a quarta poténcia.

Aplicando a regra de Sarrus no determinante de A, temos:

Parte Negativa Parte Positiva
detA=[1.0.2+1.0.1+0.1.0] —[0.0.1+1.0.0 + 1.1. 2]
=[0+0+0]—[0+0+ 2]
= -2
Logo:
det(4*) = (detA)*
= (-2)"
=16

Gabarito: Letra C.
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8. (CESPE/MS/2008) Se uma matriz quadrada A = («;;) tem dimens&o 3 X 3 e é tal que (a;;) = 1, se
i <je(a;)=1i— jsei > j,entdoo determinante de A é um niimero estritamente positivo.

Comentarios:

Temos uma matriz quadrada A de ordem 3:

A=|Gz1 Az Qz3

a1 Qg2 a13]
az; dzz dsz

Temos que:
_{ 1;sei<j
Ui T li—jisei>]

Portanto, se o numero da coluna j for maior ou igual do que o niumero da linha i, o elemento é 1. Caso
contrario, o elemento é i — j. Nesse caso, a matriz 4 é:

1 1 1
A=12-1 1 1]
3—-1 3-2 1

1 11

A=11 1 1]

2 1 1

Note que a matriz A apresenta duas fileiras iguais (linhas 1 e 2, assim como colunas 2 e 3). Portanto, o seu
determinante é zero.

Logo, é errado afirmar que o determinante de A é estritamente positivo.

Gabarito: ERRADO.

Texto para as préximas questdes

: 2 -1 5 3 00 1 0 O
Considerando as matrizesA=1|1 0 4|, B=|3 0 0[eC=]0 1 0},julgueositensa seguir.
' 2 2 0 3 00 0 0 5

9. (CESPE/SEDU-ES/2012) Como [det B]? = det B, entdodet B = 1.
10. (CESPE/SEDU-ES/2012) E correto afirmar que det[A X B x C] = detB.

11. (CESPE/SEDU-ES/2012) det A% = 196.

Comentarios:
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Questao 09

Lembre-se que se uma fila (linha ou coluna) de uma matriz é formada apenas por zeros, seu determinante é
nulo. Isso significa que det B = 0 e (det B)? = 02 = 0.

O gabarito, portanto, é ERRADO.
Questao 10

Aplicando o teorema de Binet, temos:
det[A X B X C] = detA X detB X detC

Como det B = 0, ficamos com:

det[AX B X C] =detA X 0 X detC
detfAXBXC]=0

Logo, o gabarito da questdo é CERTO, pois det[A X B X C] = detB = 0.
Questao 11
Temos que det A2 = det(A4 X A). Pelo teorema de Binet:

det(A X A) = detA X detA
= (det 4)?

Note, portanto, que det 4> = (det 4)2.

Vamos calcular o determinante de A. Pela regra de Sarrus:

Parte Negativa Parte Positiva

detA =[2.0.0+(—-1).4.2+5.1.2] - [5.0.2 + 2.4.2 + (—1).1.0]
detA=[0—-8+10] — [0+ 16 + 0]
detA = —-14
Logo:
det A2 = (detA)?
= (-14)? =196
O gabarito, portanto, é CERTO.

Gabarito: 09 - ERRADO. 10 - CERTO. 11 - CERTO.
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12. (CESPE/PETROBRAS/2008) Se A é uma matriz quadrada invertivel, entdo
a) det[A X A'] = [det A]% em que A’ é a matriz transposta da matriz A.
b)det[A + A] = 2 X detA.
c)detA + det At = 0.
d)det[4 + A71] = 0.
e)detA = detA4d™ 1.
Comentarios:
Vamos comentar cada alternativa.
a)det[A x A'] = [det A]% em que A é a matriz transposta da matriz A. CORRETO.
Pelo teorema de Binet, temos que:
det(4 x AY) = det A x det At

Note que o determinante da matriz transposta de A é igual ao determinante de A, isto é, det A = det A°.
Logo:

det(4 x AT) = det A x det A
= (det 4)?

b)det[A + A] = 2 x det A. ERRADO.

Sabemos que, ao multiplicar uma matriz de ordem n por uma constante k, o determinante dessa nova
matriz fica multiplicado por k™.

det(kA) = k™ detA

Se a matriz A tiver ordem n, temos que:
det[A + A] = det 24
= 2"detA
c)detA + det A* = 0. ERRADO.

Note que o determinante da matriz transposta de A é igual ao determinante de A, isto é, det A = det A°.
Logo:

detA + det AT = det A + detA
= 2det4
d)det[4 + A™1] = 0.ERRADO.

Essa propriedade que envolve a soma de uma matriz A com a sua inversa nao existe. Para tanto, podemos
apresentar um contraexemplo.

ine 95 colll,"
112

a PETROBRAS (Engenharia de Equipamento - Elétrica) Conhecimentos Especificos Il (Calculo e Algeb

, www.estrategiaconcursos.com.br



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 00

Suponha A = [,, ou seja, que A é uma matriz identidade de ordem 2.

-G

A inversa da matriz identidade é a prépria matriz identidade, isto é, A™! = I,. Nesse caso:
A+ A1 =2I
O determinante de A + A1 é, portanto:
det(4 + A1) = det 21,
= 22detI,
=2%x1
=4
e)det A = det A~1. ERRADO.

O determinante da inversa de A é o inverso do determinante de A, isto é:

1
detA™" = —
¢ det A

Gabarito: Letra A.

Z) seja uma matriz invertivel, B = A~ seja a

). Nesse caso, é correto afirmar que, para toda matriz A, invertivel,

13. (CESPE/PETROBRAS/2008) Considere que A = (?

a b

inversadeAeC=(c+2a d+2a

tem-se que

a)det A = detB.

b)detC = 2 X detA.
c)det[A X B] = 1.
d)det[A + B] = 2 X detA.
e)det[4A x B™1] = 1.

Comentarios:

Vamos comentar cada uma as alternativas.

a) det A = det B. ERRADO.

Como B é ainversa de 4, a alternativa estd afirmando que det A = det A™1. Essa propriedade é falsa, pois o
determinante da inversa de A é o inverso do determinante de A, isto é:

a PETROBRAS (Engenharia de Equipamento - Elétrica) Conhecimentos Especificos Il (Calculo e Algeb
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b) det C = 2 X det A. ERRADO.

N3o existe essa relacdo entre as matrizes A e C. Para provar que a alternativa é falsa, vamos mostrar um
contraexemplo.

Considere que A é a matriz identidade,coma=d =1eb =c = 0.

a=le d=lo %

Nesse caso, a matriz C seria:

=l fZa] =lo +12.1 1 +02.1] B B (3)

Note que, para esse exemplo:

o detAd=[11]-[0.0]=1
e detC=[13]-[0.2] =3

Portanto, é errado dizer que det C = 2 det A.

c)det [A X B] = 1. CERTO.

Como B é ainversa de 4, a alternativa estd afirmando que det(4 A™1) = 1. Essa rela¢do é verdadeira, pois,
pelo teorema de Binet:

det(AA™1) = detA x detA~!

= det4d X

detA
=1
d)det[A + B] = 2 x det A. ERRADO.

Essa propriedade ndo existe. B é a inversa de A, de modo que ndo se pode afirmar que
det(A + A71) = 2det A.

Para provar que a alternativa é falsa, vamos mostrar um contraexemplo.

Considere que A é a matriz identidade,coma=d =1eb =c = 0.

2= 7)
Temos que:
detA = [1.1] — [0.0]
detd =1
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Ainversa da matriz identidade é a prépria matriz identidade, isto é, A™1 = I,. Nesse caso:
A+ A1 =21
O determinante de A + A1 é, portanto:
det(4 + A™1) = det(21)
= 22det1,
=2%x1
=4

Logo, perceba que, para o contraexemplo apresentado, det(4 + A1) # 2 x det A.

e)det[A x B1] = 1.ERRADO.
Como B é ainversa de A, B! é a prépria matriz 4, pois:
Bl=0A41YH1=4

Portanto, a alternativa afirma que det(4 X A) = 1. N3o se pode afirmar isso para qualquer matriz A. Pelo
teorema de Binet, sabemos que:

det(A X A) = detA X detA
det(4 x A) = (det A)?

Gabarito: Letra C.

14. (CESPE/IFF/2018) Considere que A, B e C sejam matrizes quadradas, de mesma dimensdo e com
entradas reais. Assinale a op¢ao correta a respeito das propriedades dessas matrizes, assumindo que
det (X) é o determinante da matriz X e X! é a matriz transporta da matriz X.

a) Se a matriz A for antissimétrica, isto ¢, se A* = —A, entdo det(4) = 0.
b) Se A ndo for matriznulaese AB = AC,entdoB = C.

c)Se (A + B)? = (B — A)? entdo AB = —BA.

d) Se AB # BA, entdodet(AB) # det(BA).

e) det(2A) = 2det(4).

Comentarios:
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()

ESTAE

DIFICIL!
Vamos analisar cada alternativa.
a) Se a matriz A for antissimétrica, isto é, se A' = —A, entdo det(4) = 0. ERRADO.

Uma matriz é antissimétrica quando A = —A. Em outras palavras, uma matriz é antissimétrica quando a
diagonal principal deve ser nula e os elementos simétricos com relacdo a diagonal principal sdo opostos.

Podemos verificar que a afirmacao é falsa com um contraexemplo. Note que a matriz abaixo é antissimétrica
e o determinante é diferente de zero:

R

detA =[0.0] — [(—1).1]
=0-(-1)

=1

b) Se A ndo for matriz nulae se AB = AC, entdao B = C.ERRADO.

Essa relacao so é valida se A for uma matriz inversivel. Isso porque, se a matriz for inversivel, podemos
multiplicar ambos os lados da equacdo AB = AC por A™! pela esquerda:

A"YAB = A7YAC
(A"'A)B = (A~*4)C
IB=1IC

B=C

Vamos mostrar que a afirmacdo é falsa com um contraexemplo. Considere A = [1 8], B = [(1) 8 e
[0 O
=1z 0]‘

0 0_[0 o]

1o
AB_[101 =lo o

ac=1; ollz ol=lo ol

Logo, temos um caso em que A nao é a matriz nula, AB = AC e B é diferente de C.
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c)Se (A + B)? = (B — A)? entdo AB = —BA. CERTO.
Vamos desenvolver a igualdade:

(A + B)> = (B — A)?
(A+B)(A+B)=(B—-A)(B-A4)
AA+AB+BA+B.B=B.B—BA—-AB+A.A

Simplificando os termos comuns, ficamos com:
AB + BA=—-BA—-AB
AB + AB = —BA — BA
2AB = —2BA

AB = —BA

d)Se AB # BA, entdo det(AB) + det(BA). ERRADO.

. . . 1 0
Para mostrar que essa alternativa estd errada, vamos mostrar um contraexemplo. Considere A = [1 0] e

a=[1 of
a8 =[3 olli ol =l ol
sa=[y o[y ol=[7 o

Note que, para esse contraexemplo, AB # BA e det(AB) = det(BA).

e)det(2A) = 2det(A). ERRADO.

Sabemos que, ao multiplicar uma matriz de ordem n por uma constante k, o determinante dessa nova
matriz fica multiplicado por k™. Logo:

det(2A) = 2" detA

Gabarito: Letra C.
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15.(CESPE/CBM DF/2011) Um importante algoritmo para a resolugido de problemas que envolvem matrizes
(por exemplo, resolugao de sistemas lineares, calculo da matriz inversa, determinantes etc.) consiste em
efetuar operagdes elementares sobre as linhas da matriz. Essas operag¢des incluem multiplicacdo de uma
linha da matriz por um niimero nao nulo; adi¢gdo a uma linha de um multiplo de outra linha; permutacao

de linhas. Com relagdo a essas operagdes, considere a matriz B obtida da matriz

1 0 -2
A=(2 -1 -2 |depoisde efetuada a seguinte sequéncia de operagées elementares: substituicao da
2 -1 -1

linha 3 pela linha 3 menos a linha 2; substitui¢ao da linha 2 pela linha 2 menos duas vezes a linha 1. Com
base nessas informacgdes, julgue o item que se segue, acerca da matriz B.

O determinante da matriz A é igual ao determinante da matriz B.
Comentarios:
A matriz B é obtida a partir da matriz A apds as seguintes operagdes:

e Substituigdo da linha 3 pela linha 3 menos a linha 2, isto é, L3 « Ly + (—1)L,;
¢ Substitui¢cdo da linha 2 pela linha 2 menos duas vezes a linha 1, isto &, L, « L, + (—2)L,.

Note que essas duas alteracdes, pelo Teorema de Jacobi, ndo alteram o valor do determinante. Logo, os
determinantes das matrizes A e B sao iguais.

Lembre-se que o Teorema de Jacobi nos diz que:

Ao multiplicar uma fila por qualquer nimero e somar esse resultado a uma outra fila
paralela qualquer, o valor do determinante nao se altera.

Gabarito: CERTO.

16.(CESPE/SEDUC AL/2018) Julgue o item que se seguem, relativos a matrizes e sistemas lineares.
Se P for uma matriz simétrica, entdo P sera inversivel.

Comentarios:

Uma matriz é inversivel quando o seu determinante é diferente de zero.

N3o ha correlagdao entre o fato de uma matriz ser simétrica com o fato de ela apresentar determinante
diferente de zero.

. ~ , . 0 0
Para mostrar que a afirmacao estda errada, pode-se usar como contraexemplo a matriz P = 0 o
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0
0

Note que trata-se de uma matriz simétrica, pois Pt = P = [ 8] Veja, porém, que det P = 0 e, portanto,

essa matriz ndo é inversivel.

Gabarito: ERRADO

1 0 -1 1
17. (CESPE/Pref. Sdo Cristévdo/2019) Para a matriz 4 = (1) (1) 11 i , tem-se que det(4) = —1e,
1 0 0 1

consequentemente, A é uma matriz inversivel.
Comentarios:
Temos um determinante de ordem 4. Para calculd-lo, vamos usar a regra de Chid.

Fazer com que o elemento a4, sejaigualal

Note que o elemento a4 ja éiguala 1.

Zerar todos os elementos da primeira linha, a excecao de a1, fazendo uso da primeira coluna

Para tanto, vamos realizar as seguintes substituicdes, nessa ordem:

L C3(—C3+C1
L] C4(—C4—C1

1 0 -1 1 1 0 0 1 1 0 0 O
detA=|1 1 1 1f&8an 1 2 114Gt 1 2 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 01 1
1 0 0 1 1 0 1 1 1 01 0
Observe que o determinante ficou reduzido a:
1 0 0 O
_11 1 2 0
detA = 00 1 1
1 0 1 0

Feita a operacao anterior, o determinante em questao é igual ao menor complementar D4

detd =

_ =N O

0
0
1
0

_ o -
coorR O
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_ 1 2 0
detd = 0 1 1
0 1 0
1 2 0
detA=1[0 1 1
0 1 0

Podemos agora calcular o determinante de A pela regra de Sarrus. Observe, porém, que é mais conveniente
aplicar o Teorema de Laplace na primeira coluna, pois o determinante fica reduzido a D;;.

detA = a1411 + ay14;51 + az143;
=144, +0.4,; + 0.43,
=4
= (—1)1+1D11

= D1y

Temos, portanto, que det A = —1. Além disso, a matriz A é inversivel, pois o seu determinante é diferente
de zero.

Gabarito: CERTO.
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LISTA DE QUESTOES — CEBRASPE

Matrizes

Texto para as préximas questoes

: Um importante algoritmo para a resolucdo de problemas que envolvem matrizes (por exemplo, resolugédo :
de sistemas lineares, cdlculo da matriz inversa, determinantes etc.) consiste em efetuar operacgdes
i elementares sobre as linhas da matriz. Essas operagdes incluem multiplicagdo de uma linha da matriz por
um numero ndo nulo; adigdo a uma linha de um multiplo de outra linha; permutagdo de linhas. Com relagdo

: 1 0 =2 :
: a essas operagoes, considere a matriz B obtida da matriz A = <2 -1 —2) depois de efetuada a seguinte :
2 -1 -1 :

sequéncia de operag¢des elementares: substituicdo da linha 3 pela linha 3 menos a linha 2; substituicdo da
linha 2 pela linha 2 menos duas vezes a linha 1. Com base nessas informacdes, julgue o item que se segue, :
acerca da matriz B. :

1. (CESPE/CBM DF/2011) Na linha 3 da matriz B, ha apenas um elemento nulo.

2. (CESPE/CBM DF/2011) A soma dos elementos da linha 2 da matriz B é igual a 1.

3. (CESPE/PC-DF/2013) Considere que a empresa X tenha disponibilizado um aparelho celular a um
empregado que viajou em missdao de 30 dias corridos. O custo do minuto de cada ligacdo, para qualquer
telefone, é de RS$ 0,15. Nessa situag¢do, considerando que a empresa tenha estabelecido limite de RS 200,00
e que, apos ultrapassado esse limite, o empregado arcara com as despesas, julgue o item a seguir.

Considere que, em uma nova missao, o preco das ligacoes tenha passado a depender da localidade, mesma
cidade ou cidade distinta da de origem da ligacao, e do tipo de telefone para o qual a ligagdo tenha sido

feita, celular, fixo ou radio. As tabelas abaixo mostram quantas ligacdes de cada tipo foram feitas e o valor
de cada uma:

celular fixo radio
mesma cidade 6 3 |
cidade distinta 7 | 3

Tabela I: nimero de liga¢des realizadas por tipo de telefone
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mesma cidade cidade distinta
celular 0.20 0,50
fixo 0,15 0,30
riadio 0.20 0.20

Tabela II: prego de cada ligacdo, em reais

6 3 1 0,20 0,50
Nessas condigOes, se A = [7 1 3] for a matriz formada pelos dados da tabelal,e B = |0,15 0, 30]
0,20 0,20

for a matriz formada pelos dados da tabela ll, entdao a soma de todas as entradas da matriz A X B sera igual
ao valor total das ligagoes efetuadas.

2 0 10
4. (CESPE/SEDF/2017) Considerando amatrizA = [4 10 20], julgue o préoximo item.
0 2 40

Se C = [C],1<i,j <3, talque C = A?, entdo C,3 -Cz, > 500.

5. (CESPE/IBAMA/2013) Julgue o item subsequente, relacionado a problemas aritméticos, geométricos e

matriciais.

Considere que A e B sejam matrizes distintas, de ordem 2 X 2, com entradas reais e, em cada matriz, trés
das quatro entradas sejam iguais a zero. Além disso, considere também que
AXA =B X B =A X B = 0,em que 0 é a matriz nula, isto é, a matriz em que todas as entradas

sao iguais a zero. Nesse caso, necessariamente,A = OouB = 0.
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GABARITO — CEBRASPE

Matrizes

1. ERRADO
2. CERTO
3. ERRADO
4. CERTO
5. ERRADO
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LISTA DE QUESTOES — CEBRASPE

Determinantes

1.(CESPE/PETROBRAS/2024) Uma distribuidora comprou x unidades de barris de petréleo, por RS 415 o
barril, e y unidades de m® de gas, por R$ 2 0 m3, pagando um valor total de R$ 23.695.000. A quantidade
de unidades dos dois produtos comprados totalizou 490.000 unidades.

Acerca dessa situacao hipotética, julgue o item a seguir.

415 2
1 1

1 -2

A inversa da matriz dos coeficientes C = [ édadaporC™1 = [_1 415)°

2.(CESPE/PETROBRAS/2023) Considerando uma matriz 4,3, uma matriz B33 € uma matriz C3,,, julgue

o item a seguir.

E possivel calcular os determinantes das matrizes A e C, porém n3o o da matriz B.

3.(CESPE/IFF/2018) Considere que k seja um niimero real e que o determinante da matriz B = [3 k seja

3 9
igual a 27. Nesse caso, se A = [g _61] entdo o determinante da matriz B — A, sera igual a:

a) 30.
b) 0.
c) 3.
d) 6.
e) 10.

4.(CESPE/SEDUC AL/2018) Julgue o item que se seguem, relativos a matrizes e sistemas lineares.

a 1

Se a é um numero real e se o determinante da matriz P = [0 a

1] +2 [_01 _11] for igual a zero,

entaoa = —2oua = 1.

1 2 2 x 1 by
5.(CESPE/ABIN/2010) Considerando a matrizA=|2 0 2| eosvetores X=|x 2|eb=|b, |
b3

3 4 5 x 3

julgue o item a seguir.

O determinante de A é igual a - 1.
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2 0 10
6. (CESPE/SEDF/2017) Considerando amatrizA = [4 10 20], julgue o préximo item.
0 2 40

1 ~ . L.
SeB = EA’ entao o determinante de B é maior que 200.

1 1 0

7.(CESPE/SEDUC CE/2013/Adaptada) ConsiderandoamatrizA = |1 0 0], o determinante de A% é igual

a:
a) —16.
b) 0.

c) 16.
d) 20.
e) 81.

8. (CESPE/MS/2008) Se uma matriz quadrada A = (a;;) tem dimens&o 3 X 3 e é tal que (a;;) = 1, se
i <je(a;)=1i— j,sei > j,entdo o determinante de A é um nimero estritamente positivo.

, ................................................................ Textoparaasprommasquestﬁes ................................................................ .
2 -1 5 300 10 0
§Considerando asmatrizesdA=(1 0 4|,B=|3 0 0|leC=|0 1 O0f,julgueositensa seguir.
2 2 0 3 00 0 0 5

9. (CESPE/SEDU-ES/2012) Como [det B]? = det B, entdo det B = 1.
10. (CESPE/SEDU-ES/2012) E correto afirmar que det[A X B x C] = detB.

11. (CESPE/SEDU-ES/2012) det A% = 196.

12.(CESPE/PETROBRAS/2008) Se A é uma matriz quadrada invertivel, entdo
a) det[A x A'] = [det A]? em que A! é a matriz transposta da matriz A.
b)det[A + A] = 2 X detA.

c)detA + detAt = 0.

dydet[4 + A71] = 0.

e)detA = detA™ 1.
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Z) seja uma matriz invertivel, B = A~ seja a

). Nesse caso, é correto afirmar que, para toda matriz A, invertivel,

13. (CESPE/PETROBRAS/2008) Considere que A = (‘;

a b

inversadeAeC=(c+2a d+2a

tem-se que

a)det A = detB.

b)detC = 2 X detA.
c)det[A X B] = 1.
d)det[A + B] = 2 X detA.
e)det[A X B™1] = 1.

14. (CESPE/IFF/2018) Considere que A, B e C sejam matrizes quadradas, de mesma dimens3o e com
entradas reais. Assinale a op¢ao correta a respeito das propriedades dessas matrizes, assumindo que
det (X) é o determinante da matriz X e X! é a matriz transporta da matriz X.

a) Se a matriz A for antissimétrica, isto ¢, se A* = —A, entdo det(4) = 0.

b) Se A ndo for matriznulaese AB = AC,entdoB = C.

c)Se (A + B)? = (B — A)? entdo AB = —BA.

d)Se AB # BA, entdodet(AB) # det(BA).

e) det(2A) = 2det(4).

15.(CESPE/CBM DF/2011) Um importante algoritmo para a resolugdo de problemas que envolvem matrizes
(por exemplo, resolugao de sistemas lineares, calculo da matriz inversa, determinantes etc.) consiste em
efetuar operacoes elementares sobre as linhas da matriz. Essas operagdes incluem multiplicacdo de uma
linha da matriz por um niimero nao nulo; adi¢do a uma linha de um multiplo de outra linha; permutacgao

de linhas. Com relagdo a essas operagdes, considere a matriz B obtida da matriz

1 0 -2
A= <2 -1 —2) depois de efetuada a seguinte sequéncia de operagées elementares: substituicao da
2 -1 -1

linha 3 pela linha 3 menos a linha 2; substitui¢ao da linha 2 pela linha 2 menos duas vezes a linha 1. Com
base nessas informacgdes, julgue o item que se segue, acerca da matriz B.

O determinante da matriz A é igual ao determinante da matriz B.

16.(CESPE/SEDUC AL/2018) Julgue o item que se seguem, relativos a matrizes e sistemas lineares.

Se P for uma matriz simétrica, entdo P sera inversivel.
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1 0 -1 1
17. (CESPE/Pref. Sdo Cristévio/2019) Para a matriz 4 = (1) (1) 11 i , tem-se que det(4) = —1e,
1 0 0 1

consequentemente, A é uma matriz inversivel.
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GABARITO — CEBRASPE

Determinantes

1. ERRADO
2. ERRADO
3.LETRAD
4, CERTO

5. ERRADO
6. ERRADO

©
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7.LETRAC
8. ERRADO
9. ERRADO
10. CERTO
11. CERTO

12. LETRAA
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13. LETRAC
14. LETRAC
15. CERTO
16. ERRADO
17. CERTO
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